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1 Exercicio 1

Exercicio 1

A teoria de Planck da radiacdo consistiu em propor um “espectro de energia” da forma

€x = nhi,
em que h se tornou conhecida como “constante de Planck” e n = 0,1, 2, ..., para cada modo
normal k.
Letra a)

Mostre que a funcao candnica de parti¢do associada a cada “modo normal” é dada por
Zy = Zexp(—ﬁnhvk) = [1 — exp(—Bhun)]
n=0

de onde € possivel obter a energia

e = ———1n Zy = e
KT8 T exp(Bhi) — 1

Resposta:

Definindo a funcao de parti¢ao para um modo normal k, tem-se que

Ty = Z exp|—fex| = Zexp[—ﬁnhuk],
k n=0

a qual € possivel notar que é uma Progressao Geométrica, podendo ser reescrita como

1

Z pu—
“ 71— exp[— Bl

pois para n = 0, temos o primeiro termo unitario. Nota-se que o sinal “~” surge, diferenciando-se de
um gés de férmions livres.

Agora, para o cdlculo da energia interna de um modo normal, € possivel defini-la como

_81nZk
B

Uk =




Letra b) 2

e, realizando a derivacdo, encontra-se que

6 1 8 hl/k

e = =55 | T oxp[phng ) ~ g (1~ Pl = jue= T

Letrab)

Mostre que a energia interna total do sistema de osciladores da radiacdo € dada por

V 0 2\ * hv >
- e () g — d
v <27r>3/0 d () Y A — 1 V/o u(v)d

em que a densidade de energia por frequéncia,

u(v) =

c exp(Bhv) — 1’
é a celebrada “férmula de Planck”. Mostre que u(v) ~ v? no limite v — 0, e que u(v) se anula
exponencialmente no limite ¥ — oo, corrigindo assim a “catastrofe do ultravioleta”.

Resposta:

Para a energia interna total do sistema de osciladores da radiacdo, pela equacdo de Schrodinger
e ortogonalidade de seno e cosseno, sabe-se que sua solugdo é uma onda ¢(r) = exp(ik - r), a qual,
devido as condi¢des de contorno (exp(ik(x + L)) = exp(ikz)), leva ao fato que k = 27n/L = 27/ \.

Sabe-se que a mesma pode ser definida como a soma dos diferentes estados de um oscilador,
U= E €k,
k

a qual, para um L grande, onde o intervalo entre dois & € infinitesimal, e em 3 dimensdes distintas, é

possivel ser convertida para uma integral (Fourier)

rande L3
ZEk % 3 /ukdgk.
- (2m)

Realizando uma troca de varidvel de k para v, além de saber que L3 =V, é possivel chegar em

vV hia 2y 2rdy Voo~ /2n\? hy
Prk—K =T gk = =) ————d
(2m)? / exp[Bhuy] — 1 - ¢’ c (27r)3/0 ( c ) exp[Bhv] — 1 v




3 Letra b)

e convenientemente, devido a simetria, convertendo para um sistema de coordenadas esféricas,

% o om\® hv
U= A | — P
o7 ), ”() " explph] — 17

Arh v
=V d
/0 3 exp[fhr] —1 Y

chega-se em

e como para cada uma dessas frequéncias hd duas polariza¢des independentes, € preciso dobrar o

resultado obtido, resultando em

8mh V3
3 exp(fhr) —1

o 87Th y3 o]
' V/o & axplph] —17 = V/O u(v)dv, onde u(v) =

Agora, para v muito pequeno (v — 0), € possivel expandir a exponencial em uma série de Taylor

de primeira ordem, 1/ exp(Bhv) — 1 ~ v?/h, e assim obter que

e para v — 00, tem-se que exp(Shr) — oo, anulando exponencialmente a formula de Planck,

corrigindo assim a catastrofe do ultravioleta.




Exercicio 2

Exercicio 2

O numero de particulas de um gés ideal de bésons, com spin nulo, dentro de um recipiente

de volume V', é dado pela expressao

% 1
= + Z -1 ’
1-—2z2 i exp(fe;) — 1

em que 3 = (kgT)~! é o inverso da temperatura absoluta, z = exp(Bpu) é a fugacidade, e

€ o espectro de energia.

Item (i)
A densidade de particulas no condensado € obtida a partir do limite apropriado da expressao
1 =z
ng = —
T V1i-z

Faca graficos de n( contra z (com 0 < z < 1) para valores crescentes do volume V. O que acontece

no limite V' — 00?
Resposta:

Esbocando graficos de ng contra z, admitindo valores cada vez maiores de V', obtém-se que

30 V=1000
V=100
V=10
V=2
V=1

25

2.0+

051

/)

0.2 04 0.6 08 1.0

z

Figura 1: Gréficos de n( contra z para diferentes valores de V', sobrepostos.




5 Item (i)

e nota-se que para V' — oo, o grafico tende a uma assintota que s6 comega a obter valores nao-
nulos sobre z = 1, sendo esta a razdo Ny/V denominada Densidade de Particulas no Estado com

Energia Nula, onde /Vy € o nimero de particulas no estado de energia nula.

Item (ii)

Mostre que ndo hd condensacdo de Bose-Einstein num sistema de bdsons livres em duas dimen-

soes.
Resposta:

Considerando o sistema com /N bdsons livres em d dimensdes (e portanto, confinados em um
hipercubo de volume V' = L¢). Em busca da Temperatura de Bose-Einstein, pela definicio do niimero

de particulas NV dada:

z 1
R
11—z i exp(fe;) — 1

a qual, no limite p — 0,V — oo, explorado anteriormente, sabe-se que tem seu primeiro termo
reduzido a Ny/V'. Sabendo que N = Ny+ N,, onde N, é o Nimero de Particulas no Estado Excitado,
sabe-se que a sua densidade pode ser calculada através do mesmo limite dado para Ny, e a partir do

volume de uma hiperesfera, chega-se em

1 1 00 (w)l/Q
N,V = lim — :70/ 2m dk
p=0,V—o0 V ; z7Lexp(Pe;) — 1 0 exp(%if) _1
¢ oo C()k?d/2_l (27T)d/2
N = dk com Cy= 2.2.1
"y (- S T @2

. ., 21.2 . ~
e, realizando uma mudanga de varidvel, onde x = (3 %, e manipulando a equacgdo, finalmente se

T (27T)1/2h2 IN 2/d q ; 00 iL’d/Q J
* T 2mk [Ld’yCO[] onde _/0 exp(z) — 1 ’

e por fim, analisando a convergéncia da integral / em destaque, € possivel notar que caso d < 2, a

chega em

mesma divergird, e a Temperatura de Bose-Einstein serd nula, indicando que ndo hd condensacdo de

Bose-Einsten.

Ttem (iii)
Suponha agora que o gas de bosons livres esteja num regime ultra-relativistico, isto €, que o

espectro de energia seja dado por

€; = ex = chlk],




Item (iii) 6

em que a constante ¢ € a velocidade da luz. Acima de qual dimensao d ha ocorréncia de uma transi¢ao

de Bose-Einstein? Calcule a temperatura da transi¢do de Bose-Einstein para d = 2.
Resposta:

Sabendo que a situagdo é sobre a transicdo de Bose-Einstein (4 = 0), partindo do nimero de

particulas advindo do volume de hiperesfera encontrado em 2.2.1, tem-se que

N=v

L oo C Kd/271
. / > dk
0

(2m) exp|foch K| — 1

e novamente, realizando uma mudanca de varidvel em que © = fSchK, semelhante ao item anterior,

N ,yLd CO /oo Id/271 "
(2m)? (Boch)™ Jo - exp(z) — 1

tem-se que

e manipulando-a, chega-se em

om)\/2¢ch, IN 2/d 00 d—1
Ty = (2m) e y onde [ :/ x—_dx
kg LinCyl o exp(zr)—1

E dessa forma, analisando a expressdo para 7 nota-se que a integral /, o fator mais problemadtico,
s6 converge acima de dimensdo d = 1.

Por fim, calculando tal temperatura de transi¢ao 7j para duas dimensdes (d = 2), chega-se em

2m)2ch [ 2N 1¥*  V2meh [ 4NT 12N

T ch
°7 kg {LdfyCOI] kg [AfyC(Z)] kg [v_w

1/2
} com V =12




7 Exercicio 3

Exercicio 3

Considere um sistema de bésons ideais, de spin nulo (v = 1) e massa m, dentro de um

recipiente de volume V.

Letra (a)
Mostre que a entropia acima da temperatura 7; da condensacdo de Bose-Einstein é dada pela
expressao
V|5 0
S=kp—=|= - —
B3 295/2(2) kBT93/2(2) )
em que
B h
N \2mmkgT
€ o comprimento de onda térmico de de Broglie e
oo Zn
ga(2) = e
n=1

Resposta:

Para encontrar a entropia, inicialmente, trabalha-se com a grande funcio de parti¢do e seu res-

pectivo logaritmo, dados por

— 1
2(8.V.2) = T o =~ REBV2) = Zln{l—exp Ble— ]}

€ portanto, tem-se que

1 1 1
VlnE(ﬁ,V,z) = —Vlnl —z— v;ln [1 — zexp[—/pe]]

que, no limite termodindmico (V' — oo) e z < 1, expandindo o logaritmo, tem-se que
1 ) > 1/2 _ _
v In=Z — —9C e/*In[l — zexp(—Le)|de =
0

o 1 N
'yC/O e/2[zexp(—fe) + = exp( 2P€) + ... |de = % Z R (3.1.1)
1




Letra (b) 8

Sendo assim, para melhorar as contas, utiliza-se a funcdo Polilogaritmica e o comprimento de

onda térmico (presente na Equagdo 3.1.1), dados por

" h
— Lio( -
9a(2) = Lia(z) = 3 _ = ne = 2rmkpT

1

e chega-se em
S0/2(2) = e
A3 kT

que por definicao da entropia para o grande potencial termodinamico conclui-se que

_ (9% _ (9 vV [5 y
S =— (3T>v7u =V (8T>u kB)\ [295/2( ) — kBTg3/2(Z)

Letra (b)

Dados N e V, qual € a expressdo da entropia abaixo de 7;;? Qual é a entropia associada as

particulas do condensado?
Resposta:

Abaixo de T, onde o condensado de Bose-Einstein possui potencial quimico nulo, os célcu-

los sao facilitados. Inicialmente, com base no logaritmo da grande fun¢ao de particdo, calcula-se a
pressdo nas condicdes dadas (1 — 0,V — 00):

k BT ’}/C

p=——In=

|4 s

’)//{ZBT

1/21111 — exp|—elde gs/2(1),

pois em tais condigdes, Ny/V possui valor finito e portanto, tem-se que 1/V In (1 — z) — 0. Agora,

novamente, usando a pressdo e sua relacdo com a entropia com base no grande potencial termodina-

S = (G_T) v =V (Q_T) 273 95/2(1)

mico, acha-se que

Letra (c)

Utilizando a expressdo da entropia, mostre que o calor especifico a volume constante, acima de

Ty, € dado por

V:ZkB

3 {595/2(2) B 393/2(2)} .

93/2(2) 91/3(Z>

Resposta:




9 Letra (d)

Inicialmente, utilizando o logaritmo da grande funcao de parti¢cdo para encontrar os valores da

energia interna U e do nimero de particulas /V, chega-se em

Oln= N3 3VkgT

U= o5 Vgs/2(2) 95 "2 N 95/2(2)
Oln= Vv

N=z 9 = ng/z(z),

e agora, tomando a defini¢do do calor especifico e realizando uma mudanca de varidvel:

. _ kpp? (OU
VTN \oB v

Agora, como necessita-se de U em funcdo de 3,V e IV (e ndo z), € possivel utilizar a técnica dos

jacobianos para se obter tal versdo. Entdo, omitindo o volume fixo, chega-se em:
(55), = 56.3 ~ 5 0w ~ (5).~ (52), (55). (o)
98)y  0(B,N) 0B,z 0B, N)  \op), \oz),\o5) \oN),

Calculando as integrais de U e N em func¢do de e z em busca de 93U, € possivel chegar em

um calor especifico dado por

_kgB® 3N [5g5p(2) §93/2(2’)] _ §kB F%/z(z) _ §93/2(2)}

Ccy = —
v N 232 293/2(2’) 291/2(2) 2 293/2(2) 291/2(2’)

Letra (d)

Abaixo de Tj, mostre que o calor especifico a volume constante é dado por

15 v
ZkBﬁ%m(l)-

Cy =

Resposta:

Para o calor especifico abaixo da Temperatura de Bose-Einsten, é possivel realizar uma mudanga

de varidvel e utilizar a entropia encontrada anteriormente, por meio de

_ T (95 . B ([0S B 85 ON\3 B 15 v
VON (aT)MN_ N (5’B>V’N_ N2kBVg5/2(1) o5 | v = 4]?3/\395/2(1)-




Letra (e) 10

Letra (e)

Dado o volume especifico v, esboce um grafico de cy /kp contra T' (ou contra A~2, que € a
temperatura em unidades convenientes). Obtenha expressdes assintdticas do calor especifico para
T — 0e 1 — oo (ou seja, mostre que os seus resultados satisfazem tanto a Lei de Nernst quanto a
forma cléssica da equiparticao da energia). Obtenha o calor especifico para T' = Tj. Compare o seu

grafico com a forma do calor especifico experimental do hélio liquido nas vizinhangas da transicao .
Resposta:
Dado um determinado v, tem-se que um grafico de ¢y /kp contra T' pode ser dado por

Calor Especifico pela Temperatura

(I] I 5 1ID 1I5 2I0
T(K)
Figura 2: ¢y /kp X T, onde a linha vertical demarca a Temperatura de Bose-Einstein (7), a primeira

linha horizontal representa o valor de ¢y /kp no ponto de condensagdo T = T (1.926) e a segunda
indica o valor do mesmo para " — oo (3/2). Para’T" — 0, a fun¢do se anula.

Calculando as expressoes assintdticas de ¢y paral" — 0, T' — oco eI’ = Tj, em busca de
verificar a veracidade da Lei de Nernst e da equiparti¢do da energia, € possivel encontrar os seguintes
resultados:

Para T" < Ti,, como visto em 3.(d), tem-se

%g%cv = %12}) Zk3ﬁ95/2(1) = %ILI%)UCT =0

Para T' > T, como visto em 3.(c), tem-se

lim ¢y = 1
T—o00 T

i Sy [20240 _S0un)] 3y 10202 8

=k
o0 2 2932(2)  2g12(2) 2 2z 2z b




Para T' = Tj, sabendo que z — 1 tem-se que

=3 2 2.61238

2" [2g3p(1)  2g152(1)

3 [50-0(1)  3aanm(l 3. [5 1.34149
3, [595(1) 3 >]:§k3{ %1.925%

Por fim, comparando com a forma de ¢y, experimental do hélio liquido ao redor da transi¢ao -,
tem-se

T 20

Q L

» »

> |

oy

<|.> 10+
IR R s N P R B
-10 0 +10 -4 0 +4 -20 0 +20

(K) (mK) (LK)
—((T-T)—

Figura 3: Calor Especifico do Hélio Liquido nas vizinhangas do ponto ~.[1]

Fica evidente a semelhanga entre os graficos, ambos realizando o formato de ), apesar da maior

acentuagdo para o Hélio Liquido.
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