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1 Exercicio 1

Exercicio 1

Considere um gds com NV elétrons livres dentro de um recipiente de volume V. Obtenha
expressdes para a energia interna, a pressdo e a compressibilidade no estado fundamental (que
também se chama estado completamente degenerado). Utilizando dados para um metal alca-
lino (s6dio, por exemplo), obtenha valores numéricos para a densidade de elétrons livres, a
temperatura de Fermi, e a compressibilidade no estado fundamental. Compare a previsao teo-
rica desse modelo de elétrons livres com o valor experimental da compressibilidade do s6dio a

temperatura ambiente.

Resposta:

Tendo um gas de N elétrons livres em um volume arbitrdrio V', com campo magnético auxiliar H
e temperatura nulos, sabe-se que se trata de um gas ideal de Fermi (composto por férmions, chamados
assim devido ao seu spin ndo-inteiro, + 1/2). Em busca de obter as expressdes solicitadas, parte-se
da Grande Funcido de Particdo Candnica do sistema, dada pela adi¢do do termo dependente de p a

Funcao de Parti¢do Candnica:

=(T,V,p) = ZexpﬂuNZNZexplﬁuan ﬁZejnj]

{n;}

I { St - .

e o seu logaritmo, sabendo que n sé pode assumir valores O ou 1, e portanto

InZ(T,V, 1) = Zln{Hexp[ Ble; — )},

onde o somatério é definido sobre todos os estados quanticos de uma tnica particula. Dessa forma,
em um limite termodindmico, e denotando a energia em fun¢ao do nimero de onda e do spin, como
€; = €xo = h*k*/2m, e denotando v = 25 + 1 como a multiplicidade do spin, € possivel reescrever

o logaritmo dessa fungdo como

v h2k? k2
In= = d*k———1In {1 - -
' 7(27r>3/ 2m “{ *e"p[ ﬁ(2m “)]}

que, devido a simetria esférica, pode ser reescrito como
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InE =4V /000 D(e)In{1 + exp[—/f(e — p)] }de,

onde D(e), combinado com +, é uma densidade (por energia e volume) de estados de particula tnica,

disponiveis as particulas do sistema, definido por

1 /2m\*?
D(e) = 2 (ﬁ) et/ = /2,

Também sabe-se que o nimero de particulas /V pode ser dado por

1
N2 = e T T

que, com a aplicacdo do logaritmo da grande funcdo de parti¢do candnica no limite termodindmico,

pode ser escrito como

V=g [ {1 e[ sCpn - ) } v [ Do

onde € definido que
1

explf(e —p)] +1°

fle) =
Para um gas completamente degenerado (5 — 00), tem-se que
€Er 2
N = VV/ D(e)de = §7V€FD(€F),
0

e portanto € possivel definir a Energia de Fermi (potencial quimico a temperatura nula) como
hg 671'2 2/3 N 2/3
B GG

Agora, € possivel definir a energia interna como u = . €; (n;) = —0/98In=(3,V, z), entdo,

¢ possivel escreve-la como

= [ g [0 p] L v [T et
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que, para um gés de Fermi completamente degenerado, pode ser dada por

2
U= gvVD(eF)e% :

Ademais, aplicando uma Transformagdo de Legendre em busca de depender do Volume, Nimero

de Particulas e Potencial Quimico, forma-se o Grande Potencial Termodinamico, definido por

1
ST, V,u)=U—-TS —uN = ——1InZ=

B
e devido a Relacdo de Euler (onde a Transformacao de Legendre de uma funcao homogénea de 1° grau
ha de ser nula), também € possivel inferir que ® = —pV/, e portanto, isolando a pressdo, obtém-se
que

p=FkpTIn== kBTny/ D(€e)In{1 + exp[—f(e — w)] }de,
0

resultado o qual, gragcas a uma mudancga de variaveis, dada por

u=In{l+exp[B(e —p)]} — du=—pBf(e)De
v = §C€1/2 - dv = Ce"?de,

€ possivel fornecer que

2
p=kgTv { 5063/2 In[1 + exp(—fe + )

2U
3V’

oo 9 P
—/—§C63 ﬁf(e)de}

0

= 2’yC/ 2 fle)de =
3 Jo

o que também pode ser aplicado para gases ideais cldssicos. Para o estado completamente degenerado,

por meio da energia interna obtida anteriormente, € possivel descrever a pressdo como
2N R (6m2\*? N\
= ——6 e —_— —_— .
P=5vY = 5m ( y ) <V>

Sendo assim, para o célculo solicitado da compressibilidade, sabe-se que a mesma pode ser

definida por

__Lfovy 11
v\ ), T Viopov)y
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e assim, para o estado completamente degenerado do gas de Fermi, obtém-se que

3m oy \23 (VP
”TZ?(@) (N) - (1.0.y

Finalmente, comparando com os dados experimentais do elemento Sddio, € possivel encontrar a

a densidade eletronica, sabendo que o0 mesmo possui um sistema cristalino ctibico de corpo centrado,
sabe-se que ha 2 dtomos por cristal. Sabendo o volume de um deles, o peso de um dtomo e de um
elétron para achar o nimero de Avogadro de 4tomos, encontra-se N, = 2.6e+22 elétrons por cm? .

Para a temperatura de Fermi, sabendo que a mesma pode ser definida como

T R h? 6m2\ 7 [ N\*?
" kg 2mkp \ 4 %

¢é possivel concluir que a mesma chega a 3.77e+4 K. Por fim, para a compressibilidade isotérmica,

como dado pela Equacdo 1.0.1, é possivel chegar em 9.23e+10 dynes/cm?, valor claramente superior

ao medido experimentalmente, que é dado por 6.42e+10 dynes/cm?.

Table 2.2
BULK MODULI IN 10" DYNES/CM* FOR SOME
TYPICAL METALS®

METAL FREE ELECTRON B MEASURED B

Li 239 11.5

Na 9.23 H.42
K 319 2.81
Rb 2.28 1.92
Cs 1.54 1.43
Cu 638 134.3
Ag 345 09.9
Al 228 76.0

® The free electron value is that for a free electron gas at the observed
density of the metal, as calculated from Eg. (2.37).

Figura 1: Compressibilidades Isotérmicas de alguns metais[1]
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Exercicio 2

Mostre que o potencial quimico de um gés cldssico ideal de N particulas monoatomicas

ocupando um volume V/, a temperatura 7', pode ser escrito na forma

3
w=kgTIn ()\—),
v

em que v = V/N é o volume especifico e A = h/\/2rmkgT é o comprimento de onda
térmico. Esboce um gréfico de p/kgT contra T'. Obtenha agora a primeira corre¢do quantica
deste resultado. Isto €, mostre que o potencial quimico de um gés ideal quantico pode ser

expandido em termos do fator \3 /v,

m A3 A3 A3\ 2
— —In|{— )| =A4(— B — e
kgT " ( v ) ( v * v *
Obtenha explicitamente o prefator A para férmions e para bésons. Esboce um grafico de p/kgT

contra T (ou contra A\~2, que € a temperatura em unidades convenientes) para férmions, bosons

e particulas cldssicas.

Resposta:
Tomando a grande fun¢do de particdo de um gas ideal quantico,

In=Z=N = iZln [1+ zexp(—p¢;)],

J

com z sendo a fugacidade do sistema, dada por z = exp|fu]. Agora, expandindo o termo do somat6-

rio em Taylor sobre z, € possivel obter que

In=Z =+ Z {:I:z exp(—fe;) — %zz exp(—20¢;) £ ... (’)(23)}

J

= zZexp(—ﬁEj) ¥ %zz Zexp(—2ﬁej) +...0(2?),

onde sabe-se que o primeiro termo corresponde ao limite cldssico, o qual pertence a ambos férmions
e bdsons, e o0 segundo corresponde a correcoes quanticas (a primeira delas). Aplicando o limite
termodindmico sobre a mesma, (N, V — oo; V/N = v), tem-se que
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(1]

00 21.2 T 3/2
In== L/ 47k? exp —6h b dk = 2V ki27r712 ,
(2m)3 J, 2m m

sabendo que ¢ = h?k?/2m. Agora, sabendo que o nimero médio de particulas pode ser dado por

N = 20, In =, € possivel concluir que

et =2

ok \*/*
kBTm> ’

onde, tomando o logaritmo dos dois lados e ajeitando a equacdo, além de saber que 5 = 1/kgT,

encontra-se que

N [ 272 \*? A3 1% 2rh? \ /2
& — kpThn( 2 dev=—el= .
v (kBTm) g n( v ) ondev=1¢ <I<:3Tm>

Esbogcando um gréfico de 11 /kgT contra T', é possivel obter

fu=In

ulkgT

Figura 2: Potencial Quimico contra a Temperatura

Agora, retornando a expansdo do logaritmo da Grande Fung¢do de Particao até a segunda ordem

e escrevendo em termos de \3 /v, tem-se que
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J J
. mk:BT 3/2 2 mk:BT 3/2 3
=2V < 52 ) F 2V e +...0(%”)
N 1
23

a qual, para z < 1 (\3v < 1), tem-se que
X1
ZZ?*W(?)
L A
74—%(7) + ...
3\ 2
b () = s () o
23/2 v 2(3/2+5/2)
ny B A3 1 A3
ik,B—T—n = 23/2 V) " a6 \ +--~

de onde € possivel concluir que

=Ilnz=1n

1

para Férmions (+) e Bdsons (—), respectivamente. Esbogcando um grafico de p/kgT por T

M kgTXT
T

Temp

[; !'I) 1I0 1I5 ZIU-
Figura 3: Potencial Quimico contra a Temperatura (Férmions em verde, Bosons em vermelho e as

Particulas Classicas na linha tracejada). A interse¢do dos Bésons com o eixo 7' representa o ponto da
Temperatura de Bose-Einstein.
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Exercicio 3

A baixas temperaturas, a energia interna de um sistema de elétrons livres pode ser escrita na

forma de uma expansdo em poténcias de 7'/ T,

3 T\? T\*
— Nepll+ A — B(—
v=? @{ | (EJ + (ﬂ) i }

em que T € a temperatura de Fermi. Verifique de forma explicita a validade dessa expansao
e obtenha a constante A. Para 7" < T, qual a forma assintética do calor especifico a volume

constante?

Resposta:

Utilizando a Expansdo Assintética de Sommerfeld para o caso degenerado do gis de elétrons

livres (T' < Tr), sabendo que a energia interna pode ser definida por

_OMEG) e [ _ L\ ]
U= a5 —7VC/0 € f(e)de,comC—47T2(h2) ’ﬂe)_l—l—exp[ﬂ(e—u)]

1

¢ possivel realizar uma integracdo por partes para solucionar integrais como a /. A partir disso,

sabendo que f(€) se anula exponencialmente a medida que a varidvel aumenta é possivel chegar em

1= [T warod

Expandindo ¥(e) em torno do pico de f’(¢) (o qual surge em € = p devido ao degrau da mesma), e

analisando as integrais e o grau da expansao e suas consequéncias, obtém-se que

= /DH ¢(€e)de + %2(kBT)2 (%)E:H +... onde ¢(e) = Ae"comn > 1/2.

Sendo assim, com ¢(¢) = 7V Ce*/?, tem-se que
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00 2
U=+VC [/ 32de + %(k‘BT)QSMI/Q + .. }
0

2 5/2 m 2 1/2
=~VC oH +Z(kBT)M +... 0,

porém, aplicando a mesma expansdo para o nimero de férmions, € possivel relacionar o potencial

quimico e as temperaturas, para 7' < T, por meio de

3N 1
, utilizando e ="__

24V C

* 72 (T \?
N =aVC [ e s = er 1‘E(T_F> i

Aplicando tal resultado, finalmente chega-se em

3 5r? (T \?
U=-N 1+ — 1 =
A T (TF> *
€ portanto
_57T2
12

e como sabe-se que o calor especifico € encontrado a partir da energia interna, tem-se que

_(ouy _m T
v=\or),” 27Ty
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Exercicio 4

Considere um gds de N elétrons livres ultra-relativisticos, dentro de uma regidao de volume
V', auma dada temperatura 7', na presenca de um campo magnético H. Desprezando os efeitos

magnéticos orbitais, o espectro de energia € dado por

€po = P — ipHo,

em que pp € 0 magneton de Bohre o = £1.

Letra (a)

Para campos fracos, mostre que a energia de Fermi desse sistema pode ser escrita na forma
erp = A+ BH? + O(HY).

Calcule expressdes para os prefatores A e B.
Resposta:

Para o caso da presenca de um campo magnético H com o0 = =£1, partindo do espectro de energia

dado, é possivel chegar na grande fun¢do de particdo

B = Zzexp[—ﬂepp] =In=Z; = Zln 1+ zexp[—f(chk £+ upH)]
k

p’o

e € possivel separar a mesma em duas:

InZ=InZ, +In=_.

Em busca da energia de Fermi, inicialmente, descreve-se o nimero total de particulas, que tam-

bém pode ser separado em dois:

0ln=
0z

N=z =N, + N_,

onde, por manipulagdes vistas anteriormente, /N pode é dado por




11 Letra (b)

Vo1 [ 1
Ny=—|(— 2 d fungdo definid =
£ =55 <hc) /0 €“ f+(€e)de, com a funcdo definida por fi(€) T+ opBle £ pnH — 1]

e sabendo que a energia de Fermi s6 € encontrada na temperatura nula, é possivel separar e calcular o

N total, por meio de

174 1 3 er—ppH erp+upH Vv 1 3 2¢3 6 2 2
N=—|+— / €2d6+/ Ede | = — | — € + Oerlip
272 \ hc 0 0 272 \ hc 3

onde, para upH < €p, é possivel manipular a expandir a equacdo acima em H = 0, isolando €f,

chegando em

N\ 12
_ 2\1/3 B 2 4
EF—CM)/iw(V> _3W%NBMUWVNBH'+Ou{y+”'

e portanto evidencia-se que

2\1/3 N v 'u2B
A= (377) " he (7) ¢ B = e (N VY

Letra (b)

Mostre que a magnetizagdo no estado fundamental pode ser escrita na forma
M = CH + O(H?).

Obtenha uma expressdo para a constante C'.
Resposta:

Sabendo que a magnetizacio € dada por
M:/,LB<N+ —N—|——> :,uBN

Como N j4 foi calculado, € possivel concluir que

V 1\? /263 + 6ep s H? 323N
M=pp— | — £ B =M= B H+OH?)+...
#B (hc) ( 3 ) TN vy T O +




e, portanto, sabe-se que

33 un N
— m2Bhe(N/V)3

Letra (¢)

Calcule a susceptibilidade a campo nulo no estado fundamental.
Resposta:

Por fim, sabendo que a susceptibilidade magnética a campo nulo, no estado fundamental, € dada

X(H =0)= 1 (g—f‘;)H:O

e portanto, calculando a derivada, tem-se que

por

1 3PuEN 333,
XO = N T2Bhe(NJVYE — 72Bhe(N/V)I3
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