Instituto de Fisica da USP

gorlglFUSP

Lista 05

Ensemble Canonico com Interacoes

UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
INSTITUTO DE FiSICA
4302401 - MECANICA ESTATISTICA
SiLVIO R. A. SALINAS
3 DE AGOSTO DE 2023

Bruno Gehlen F. da Silva
N°USP 12556980
brunogfdsilva@usp.br

Instituto de Fisica - USP
Rua do Matéo, N. 1371, CEP 05508-090
Cidade Universitaria, Sdo Paulo - Brasil



1 Exercicio 1

Exercicio 1

A equagao de van der Waals para um fluido simples é dada por
a
(p—i-ﬁ) (U—b) = kgT

em que p € a pressao, v € o volume por particula, 7' € a temperatura absoluta e a e b sdo dois

parametros positivos.

Letra a)

Para densidades p = 1/v pequenas, mostre que

b 2
=1+ B(T (@)
Tr LT (T)p+O(p")
com o segundo coeficiente do virial,
a
B(T)=5b-—
(1) T

Resposta:

Utilizando a equagdo de van der Walls dada, € possivel manipula-la de modo que:

1 kT P ap _
(2 —b) =kgT 2= b =(1—bp)~"
(p+ap)<p ) T = o = 0 ) T T Ty )

analisando-a, é possivel expandir o termo (1 —bp)~! em uma Série de Taylor para os termos inferiores

ap®[(1—0bp)~' =1+ bp+ O(p*)], e entdo é possivel obter, por dlgebra, que

p ap 2 p 2
=1+4+bp——5+0 = =1+ B(T @
Ty T TOW) = s = 1+ B+ 0()

B(T)p

Letra b)

No contexto de ensemble candnico para um gés cldssico de N particulas interagentes, contidas

num recipiente de volume V', submetidas a um potencial de pares do tipo Lennard-Jones, verifique a




Letra b) 2

func¢do canodnica de parti¢do

11 (2em\*?
SN\ 5 ) @

com
N

o =T] (/d) exp [—/32¢<m - m]

i=1 i<j

Levando em conta a forma do potencial, verifique a conveniéncia de introduzir uma fungao limitada,

f=exp(—f¢) -1

€ escrever a expansﬁo,

:1+Zfz‘j+...,

i<j

exp [—ﬂz ¢ (|7i —731)

i<j
em que sdo abandonados termos de ordem superior.

Em primeira ordem nesse desenvolvimento em termos de f;;, mostre que a pressdo € dada por

_ kgT kT

P v 2

/OO dranr®f(r)
0

de onde é possivel obter a forma do termo B(7") da expansao para densidades pequenas,

p
kBTp

=1+ B(T)p+ O(p?)

Resposta:

Para um determinado gas classico de /V particulas constituintes, as quais estao contidas em um
reservatério de volume V', € possivel definir seu hamiltoniano como as somas das contribui¢des dos

momentos lineares e do potencial por pares de Leonard-Jones, dado por

N 2
’H:Z;’ +Z(I>(r1,...,rN) com ¢ = Z o(|ri — )
i=1

1<J 1<i<j<N

Agora, para a sua Funcdo Canodnica de Parti¢do, é possivel integrar seu o espaco de fase, sobre




3 Letra b)

todo o volume V' onde o gés estd contido, € assim obter que

N N +o0
Z=TL[ @ T an-expl=sm)
i=1 =17~

a qual, aplicando o hamiltoniano encontrado e manipulando para resolver as integrais, além de aplicar

um fator de possiveis correcdes quanticas, € possivel encontrar que

01 WD | IR RO oF S o) | PR

1<)

2
_H/d3Nnexp[ BZ@ rN] H/ pieXp[_ﬁ 2137;1] ﬁ

1<J =1

onde € possivel notar que a mesma se reduz trivialmente para integrais gaussianas generalizadas para

3N dimensdes, fornecendo por fim que a mesma pode ser reduzida para

1 27m, 3N/2
= NN (7) @n| onde QN—H/dSI'z exp[ BZQS |r,—r]|] (1.2.1)

1<J

Sabendo que o potencial interativo do tipo Leonard-Jones fornecido pode ser esquematicamente
representado por um pogo de potencial, onde ¢(0) — oo e ¢(co) — 0, € util a introdugdo de uma

funcao inversa ao potencial dada por

fij(r) = exp[—Bey;(r)] — 1

as quais estdo esbocadas na Figura ??. A partir dela,

define-se o potencial em funcdo da mesma:

by (1) = —% I [1+ f(r)]

que, aplicado-a no exponencial de )y na Equacdo

1.2.1, € possivel reduzi-la para o produtério

exp [_BZMM - rj’)] =[]0+ i) = A+ F) (A + fi) L+ fis). L1+ > fiilr)

i<j i<j i<j




Letra b) 4

onde a expansdo (*) pode ser justificada sabendo que sdo desejados termos de ordem inferior.

Sendo assim, tem-se que a fungdo () pode ser escrita como

1+ Z f”(r)]

1<j

N N
QN:H[/d3ri-exp [—ﬁZ(b(]ri—er] :H/Vd?’ri.

1<j

onde ) . ; fi;(r) é o termo dominante, e sabendo que devido a semelhanca entre as integrais somadas

e tal soma ser para ¢ < j, € possivel reescreve-la como

N(N —-1)
N N-2 3,. 73
QN = V + TV Z d Tid ijij
i<j
onde, numa mudanca de varidvel, € possivel reescrever a somatdria de integrais para ¢ < j como

> / Prid®rifi; =V / A f(r)d3r (12.2)
0

1<j

1

e entdo, por fim, () y pode ser escrita como

Qv =V" [1 A1) /OO A f(r)dr

[ ]

Com todas as informacdes coletadas a partir dos célculos realizados, em busca de encontrar a

pressdo do sistema, calcula-se a Energia Livre de Helmholtz por particula no limite termodinamico, a

qual é definida como f = —1// - In Z. Sendo assim, tem-se que
1. 1
f= ~5 ]‘V/}‘l/xlqoo N InZ (1.2.3)
/N=v

Focando no In Z, obtém-se que

N 2
mZ =12 Oy — NInN — N —3NInh
2 "8 el

Exp. de Stirling

N(N—-1) [=
Onde nQy =NInV +1n [1 + (T)/ 47rr2f(7’)d3r1
0

e utilizando uma Expenséo em Série de Taylor para In (1 + z), é possivel calcular que o logaritmo
torna-se In (1 + ) = = >0 ((—1)*2%) /k = 2 — 2% /2 + 23 /3 — 21 4 + O(aP).




Letra ¢)

Entio, descartando os termos de ordem superior (> z?), e retornando 2 Equagio 1.2.3, conclui-se
que a mesma se reduz para

1 1 1 1 [3N | 2mm
f:_BNI\I/rBOONIHZZ_BN,IxI/IEmN{TIDT+IDQN_NIHN_N_3NIH}L}
V/N=v V/N=v
1 . 1 [3N . 2mm N(N—-1) [>* 3
=3 JX/I/%VI%;"N [TIHT—FNIHV—FT/O Anre f(r)d°r — NIn N — N —3NInh
1 [3. 2mm (N—1) =
__BN,lxlgjoo |:§1DT+IHV/N+ oY /047rrf(r)dr—lm”v”—l—31nh
V/N=v
T, 2 T(N—-1) [~
= f(T,v):—3k2B 111%—]{337”11111}-}-%‘/)/ 4rr? f(r)d®r + 3kpTInh
0

Agora, sabendo que —p = (0, f )7, finalmente obtém-se que

- (of " kel ke 7,
p= (8U)T:> p= 21}2/0 Amr® f(r)dr

(%

Letra c¢)

Considere agora um potencial intermolecular da forma

o0, 0<r<ry
=1 —po; To<T <2r0;

0; r > 2r

em que ¢y > 0 € uma constante muito pequena.

Utilize o formalismo anterior para mostrar que o coeficiente B(7') tem a mesma dependéncia da
temperatura prevista pela equacao de van der Waals,

a

BT)=b— 1o

Note que a = 0 quando ¢y = 0 (isto €, no caso de um potencial intermolecular de esfera dura)

O problema do potencial de esfera dura foi muito estudado. Por curiosidade, veja o artigo re-
lativamente recente, Calculation of higher order virial coefficients with applications to hard and soft
spheres, R. J. Wheatley, Phys. Rev. Lett. 110, 200601 (2013), em que os coeficientes para esferas

duras sdo calculados até décima segunda ordem... Talvez haja célculos mais recentes ainda...




Letra ¢) 6

Resposta:

Tomando o potencial intermolecular dado, aplicando o mesmo para definir a fungdo f;;(r) a qual

foi definida anteriormente, sobre a situacao:

V(r)
—1; 0<r<ro
f=qexp[Bgo] —1; 710 <71 < 2rg;
0; r > 2ry
..__T’
jl onde o gréfico do potencial dado estd na Figura 1.3.
Assim, € possivel aplica-la na integral I da Equagao
pope ! . 1.2.2, para entdo reaplica-la sobre a pressao p encon-
‘ro “2rg

trada. Substituindo, encontra-se

[e’e) 0 2rg [e'e)
/ 4rr? f(r)dr = 47 {/ r?(—1)dr + / r? exp[Beo] — ridr + dr}
0 0

70 To
B 2 4
—tr (=50) 4 amexplBolLrd — dmird = Zrrd(explago] — 1) — 2rd
3 3 3 3 3
kgT kg1 (28 4
= p= 2 B (Smrdtelon] - 1) - gord)
keT  kgT14 ksT2

; 2 gﬁro(exp[ﬁqﬁo] — 1)+ 2 3770

a qual, devido a baixa ordem de grandeza do potencial, € possivel a expansdo em Taylor do termo

exponencial, onde exp(—z) = 1 — z + O(z?), e aplicando-o a pressio, finalmente é encontrado que

kgT kT 14 kT 2
p= ]Z — 52 Ewrg(exp[ﬁgzﬁo]—l)—l— 52 gm“g
kgT  kgT 14 kT 2
BT b
k’BT kBT 2 3 14 3 CbO
= +_112 (gwro—gﬁro—kBT

e utilizando o formalismo de van der Waals para um fluido simples, nota-se que

P a 2mrd 147rioo 1
S de |b= _ HMo®0 o, 2
Ty ( kBT) P onde 3 ¢ 3 7%




7 Exercicio 2

Exercicio 2

Considere um sistema magnético de N ions localizados, em uma dimensdo, a uma tempe-

ratura 7', na presenca de um campo externo /1. A energia deste sistema é dada por
N
H=-J E 0041 — poH E o
i=1,3,5..,N—1 i=1

em que os parametros .J, iy € [ sdo positivos, e o; = =£1 para qualquer sitio 2. Suponha que

N seja um numero par e observe que a primeira soma € restrita aos valores impares de .

Letra a)

Obtenha a funcao de particdo canOnica desse sistema e calcule a energia interna por spin, v =

(H) /N. Esboce um gréfico de u contra a temperatura.
Resposta:

Para encontrara a fun¢do de parti¢cdo candnica do sistema em questdo, é possivel defini-la como

7 = Zexp[—ﬁ?—[] = exp [—B (—J Z 0041 — MOHZm)]

{o:} i=1,3,5...,N—1 i=1

N
= exp [ﬁJ Z aiaiH] exp [ﬂuoH Z ai]
7 ,

{o i=1,3,5..,.N—1 i=1

analisando a linearidade e permutagdo das somas, € possivel reduzi-la para termos de o; e 03, 0s dois

valores possiveis para o spin, para N/2 duplas de {ons, e portanto encontrar

N/2
Z = Zexp[ﬁJalog]N/z exp[BuoHoy + 09 = [Z exp|BJo10s + BroH (o1 + 02)]
{oi}

01,02

a qual, a partir das 4 permutacgdes possiveis (o7 = £1, 09 = +£1), transforma-se em

Z = {exp|B.J + 2BpuoH] + exp[—B.J] + exp[—B.J] + exp[B.] — 2B H]}"?
= {exp(BJ) - [exp(28p0H) + exp (280 H)] + 2exp(—J)}/?

*[2 cosh (280 H)]

= | Z = [exp(B.J)2 cosh (2B H) + 2 exp(—B.J)|N?




Letra b)
Em posse da func¢do de particao, € possivel calcular a energia interna por spin, definida por
(H)y 10mz  10mzY?  19mz
N 98 2 08

“TN TN o5

onde Z; = exp(5J)2cosh (2BuoH) + 2 exp(—p.J). Calculando-a:
—exp(2J/kpT) sinh (2H po/ksT) Huo +J —J
exp(2J/kgT) cosh (2H po/kpT) + 1 2

181HZ1
— — T g
> 08 =|u=u(T)

e esbocando um grafico da mesma, € encontrado que
Energialnterna
T T T T T T T T T T T

o0l

-05F |

o :

u(r)

-1.5

Figura 1: Energia Interna em fungdo da Temperatura. Todas as constantes foram consideradas como
unitdrias para o esbogo do gréfico. No limite 7" — 0, tem-se u(7") — —1.5 (graficamente, pois limite

indeterminado) e 7" — o0, a energia se anula.

Letrab)
Obtenha uma expressdo para a entropia por spin, s = s(7', H). Esboce o grifico da entropia a

campo nulo s(7', H = 0) contra a temperatura 7.
Resposta:
Para o célculo da entropia por spin do sistema, retomando a funcdo de particdo ja encontrada,
sabe-se que a mesma pode ser obtida a partir da energia livre de Helmholtz, f = —1/1n Z sobre o

limite termodindmico. Sendo assim, tem-se que




Letra b)

1 1 1
f=—— lim —InZ=—-—= lim -InZ;
N,V 00 ﬂ
V/N=v V/N=v

1 J 2hyo J
T H)=—=-Tkpln |2 — h 2 ——
(T, H) o' VB H( eXp(Tk:B) cos <Tk3) + exp( Tky

e entdo a entropia por spin € dada por

k’B ] 2h1u0 .]
=—In |2 e h 2 ——
5 n [ exp( k3> CoS ( kB) + exp( .
27 — 2hpg exp(2j/Tkg) sinh (2hpuy /Tkp) J

i (1/2T) exp(2j/Tkg) cosh (2huo/Tkp) + (1/2T) 2T

e para a entropia a campo nulo, s(7', H = 0), tem-se que

k ' tanh (j/Tk

e esbocando um grafico da mesma, € encontrado que

Entropiaacamponulo(H = 0)

0.70

0.65 -

0.60 -

0.55 - f

s(T)

050 |
0.45 [ ||

0.40 - , -

0.35
0 5 10 15
T

20

Figura 2: Entropia em func@o da Temperatura com campo H nulo. Todas as constantes foram consi-
deradas como unitdrias para o esbogo. Em 7" — 0,s(7') — 0eem T — o0, s(T) — kpln 2.
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Letra c¢)

Obtenha uma expressao para a magnetizagao por particula
1 N
m=m(T,H) = N <M0;Uz’>

Resposta:

Para a magentizagdo por particula, semelhante ao que foi feito em relacdo a entropia, sabe-se
que a mesma também pode ser obtida por meio da energia livre de Helmholtz, mas dessa vez, sendo

derivada em relag¢do a H. Portanto

m=m(T,H) = — (ﬁ) - o po sinh (2p0H/kpT)
T

OH —2J/kgT) + cosh (2uoH/kpT)

Letrad)

Obtenha uma expressao para a susceptibilidade magnética,

x=x(T,H) = (g—Z)T

Esboce um gréfico de x (7', H) contra a temperatura
Resposta:

Para a susceptibilidade magnética, como dado no enunciado, basta derivadas a magnetizagao por

particula, encontrada no item anterior, em relagdo o campo externo. Sendo assim, tem-se que

0m) - 202 exp(%) [COSh (27%‘;(’) + exp(%)}

G, oo () 1)

e para campo nulo, x (7', H = 0), encontra-se que

w2 (tanh (ﬁ) + 1)

x = x(T, 0) Tin




11 Letra d)

e esbocando um grafico da mesma, € encontrado que

Susceptibilidade Magnéticaacamponulo(H = 0)
FT T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

40} 1

30+ —

X (T)

Figura 3: Susceptibilidade Magnética em fun¢ao da Temperatura com campo H nulo. Todas as cons-
tantes foram consideradas unitdrias para esbogco. Em 7" — 0, x(T') — cce T' — o0, x(T') — 0.
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Exercicio 3

Numa abordagem quantica muito simples, a fun¢do de particao de molécula tinica associada

aos graus vibracionais de liberdade é dada pela expressao usual do osiclador harmonico,

Zywin= Y exp {—ﬁm (n = %)}

n=0,1,2,...

em que h € a constante de Planck dividida por 27 e w € uma frequéncia angular fundamental

Letra a)

Costuma-se definir uma temperatura vibracional tipica, kT, = hw, tal que

T
Tvib

Zivib ~

Para T >> T.;,. Verifique que se recuperam todos os resultados cldssicos nessa situacdo mostre que

o calor especifico se anula exponencialmente no outro extremo de temperaturas, 7' << Ti;,
Resposta:
Dada a fung¢do de parti¢do de uma tnica molécula, nota-se que a mesma pode ser reescrita como

Ziw =Y, exp[—Bhwn]exp[—phw/2] = exp[—Bhw/2] Y exp[—Bhwn]

n=0,1,2..., n=0,1,2...,
e explorando a série fornecida no segundo termo, dependente de n, € possivel apresenta-la na forma

exp[fhw]  exp[—fhw/?] 1

I ] — 1~ 1= expl=Bh] 7™~ 2sinh (9 /2)

0 que também foi visto na Questdo 3. da Série de Exercicios 4. Com a aplicacdo da defini¢do de

temperatura vibracional tipica, encontra-se que

Qx

1 T Tvib () T
= - O(T?) '~
! 2sinh (TVIb/2T) Tvib 24T + ( ) Tvib

onde as aproximacgodes (*) e (**) justificam-se como uma expansao em Série de Taylor, aplicada a

situacdo 7' > T.;, em questao.




13 Letra a)

Em busca de demonstrar a recuperacdo dos resultados termodindmicos classicos, define-se a

energia interna como

N 0 o B "

a entropia como

O (of\ 9 (1 _ [OksT | Oln (T/Toi)
s = — <8_T) = —— (——IHZ) = |: T IH(T/TVlb> —|—l€BTa—T

T
=kgl k
b n(Crvib) hp

por fim, define-se o calor especifico como

ou

C

retomando todos os resultados cldssicos anteriormente discutidos ao longo da disciplina.
Agora, no outro extremo de temperaturas, onde 7' < 1;,, ndo € possivel utilizar a aproximagao

em Série de Taylor, e portanto, retorna-se para

_Ou 0 10lnZY,\ 9 81 1
C‘ﬁ_ﬁﬂﬁew>_ﬁkﬁncmmmmﬂ

2 2
i {%whcoth (/Bwh>:| - = kBTVibCSCh (TVIb/ZT)

~or 2 AT?

manipulando o resultado obtido, encontra-se que

k’BTQ'b 2 TVib 2 !
— 2~ vib h Tvi 2T - k “m
¢ = cse (Thin/2T) = kg T ) exp[Typ/2T) — exp[—Tup/2T]

devido a dimensionalidade do termo exponencial, é possivel expandi-lo em Taylor, resultando em

kg (T ? Tyiv
c=—7 7 ) ep|-F

demonstrando que para tal extremo, o calor especifico se anula exponencialmente.
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Letra b)

A quantizacdo do movimento rotacional (do momento angular associado ao rotor) é um pouco

mais envolvida. Nas disciplinas introdutérias de mecanica quantica, vocés vao aprender que

Bh?
Zivib = g 2 1 —_ 1
Lvib o (2J + )exp[ 2[J<J+ )

em que I = 2ma? é o momento de inércia do rotor e o niimero quantico .J estd associado a0 momento
angular. Essa soma é mais complicada, mas também da origem a uma temperatura caracteristica,
kT, = h? /21, que deve ser comparada com 7., para dar uma ideia de relevancia de cada conjunto
de graus de liberdade. Numericamente nao é dificil de esbogar o perfil do calor especifico com a
temperatura. No limite de baixas temperaturas (7' << T},), mostre que o calor especifico vai a zero

exponencialmente.
Resposta:

Em busca do calor especifico, primeiro deve ser encontrada a energia interna do sistema. Sendo

assim, manipulando a nova func¢do de particao fornecida, encontra-se que

Zwin= Y (2J+1)exp [—@J(J + 1)1 = > (2J+1)exp {—Z;S‘J(J + 1)]

21
J=0,1,2... J=0,1,2...

Trot 15 Trot
= Z (2J + 1) exp [— J* = —J]
J=0,1,2... T T

2J 1
= +
J:%:Q P(Trat/T) 2 + (Teat/T) ] exp[(Trot/T)J? + (Trt/T) J]
a qual, no limite de baixissimas temperaturas, possui a razao (7;,/7") muito alta, e assim é possivel
aproximar o somatério para os seus dois primeiros termos, visto que 0S sucessores se aproximam

rapidamente de O:
3

P RTm/T)]

Em posse da fun¢do de parti¢do adaptada e sabendo que Ty, = h*/2Ikp, busca-se a energia:

le

demonstrando assim que
u =

— e&Xp|——F| = —— exXp

N 93 I I I
zero de uma maneira ex-

= |c= Ou _ 61T 2o _ 12k T\ 2o onencial, pois a mesma
““or = arzr TP\ )T\ ) P P P '

10mzZN, 3n? Bh? 3h? 2T o1
— = — o calor especifico tende a
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