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1 Exercicio 1

Exercicio 1

Considere um sistema de N particulas cldssicas (ou seja, distinguiveis) que podem ser en-
contradas em trés niveis de energia, e; = 0, 2 = € > 0 e €3 = 2¢. Suponha que o sistema
esteja em equilibrio com um reservatorio térmico a uma temperatura 7'.

A funcdo canodnica de parti¢ao € dada por

Z=2(8) =) _exp(~BEy),

em que = 1/(kgT) e o indice j representa uma configuracdo microscépica do sistema.

Letra (a)

Mostre que Z pode ser escrita como

N!

Z(B) = Z N IN,ING! exp(—BeNy — 2BeN3) = Z;" .
N1,Ng,N3=0,1,...N
(N1+Nz+N3=N)

Qual € a expressdo de Z,?

Resposta:

Tomando o gds com N particulas, distribuidas em 3 estados de energia que somados ddo a
energia total do sistema: /V; particulas com E; = 0, Ny particulas com Ey = € > 0 e N3 particulas
com F3 = 2¢ (N; - 0+ Ny - € + N3 - 2¢ = F), e sabendo que a funcdo de particdo é definida por
> y exp(—pBE;), é possivel levar em conta um “fator de degenerecéncia” devido a soma de termos
repetidos, é possivel descrevé-la como Z = Q(N) exp(—SE), onde €2 é o nimero de microestados

do sistema eme fun¢do do nimero de particulas. Portanto:
Z(B) =) exp(—BE;) = > Qyexp(—fE)
J N

N!
= 2 Wiy PO 0k N et N 2]

N!




Letra (b) 2

e analisando que Z pode ser uma expansdo trinomial, € possivel decompo-la em

Z(8) = [exp(0)™ [exp(—Be) "2 [exp(=266)]* = [1 + exp(—Fe) + exp(=26¢)]" = Z{¥
= | Z1 = [L + exp(—Pe) + exp(—20¢)]

Letra (b)

Em fung¢do da temperatura, obtenha expressdes para a energia interna opr particula, v = u(7), e

a entropia por particula, s = s(7").
Resposta:

Sabendo que no limite termodinamico, (E;) = U = —0/05(In Z), tem-se que

€ (e_ﬁ + 2>

__€ __2e
e Tkp +e Tkp _|_1

. olnZz ) 0ln 7,
lim =

u=u(T) = N NVooo op N,‘}IEOO ap

= |u(T) =

v
N

Para a entropia por particula, sabe-se que s = S/N = —9/JT f, tem-se que

s=s(T) = —g—; = 8% <%1H21>
e(eﬁ%—Q)

T(eﬁ+e%+1)

=|s(T) =

2¢ __€_
+1In [efﬂ +e T +1

Letra (c)

Esboce graficos de u e s contra a temperatura 7.

Resposta:




Letra (d)

Entropia em fun¢do da Temperatura Energiaem fungdo da Temperatura
T : T T T T

0.8
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0.6

s(T)
u(T)

0.4
0.4

0.2 0.2

0.0 - 0.0 j
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T T
(a) Entropia em funcdo da Temperatura. (b) Energia em fung¢do da Temperatura.
T —0,u(T) —0eT — oco,u(T) — e T —0,u(T) > 0eT — oo,u(T) — In3.

Figura 1: Fun¢des da Temperatura, considerando kg = ¢ = 1

Letra (d)

Esboce um gréfico do calor especifico contra a temperatura.
Resposta:
Sabendo que ¢ = Ou/JT, tem-se que

com grafico

_2 _€_ _2
2eeTrs — eeTkp (2(6 —2)eTrs + e)
C(T) - € 2
T2kB (eTkB + eTFp +1)2
Calor Especifico em fungio da Temperatura
T T T T T T T T T T T T
0.8 -
0.6 —
-
T
04 —
0.2 —
0.0 J T — -
0 2 7 6 5 10

Figura 2: Calor Especifico em fun¢@o da Temperatura, considerando kg = ¢ = 1
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Exercicio 2

Considere um sistema classico de N osciladores harmonicos unidimensionais, localizados

nos sitios de uma rede cristalina, definido pelo hamiltoniano

N
1 2 1 2
H= <—pj + §kxj> ,
1

em que m € amassa e k > 0 € a constante eldstica de cada oscilador. Obtenha uma expressdo
para a fungdo candnica de parti¢ido Z = Z(3), com kgT = 1/f. Qual a expressdo da energia
interna por oscilador, v = u(7")? Qual a expressdo da entropia por oscilador, s = s(7")? Qual

a expressao do calor especifico, ¢ = ¢(7")? Esboce graficos de u, s e ¢ contra a temperatura.

Resposta:

Em busca de expressar para a funcio de particdo Z, sabe-se que a mesma pode ser definida pela

integracdo do espaco de fase do sistema, e portanto:

N

7= /Mﬁdz /Wﬂdipexp [—5; (ﬁzﬁ + %kx?)]
(7 Moo Z2]) ([ TLven] 2
G

Para a energia interna por oscilador, sabendo que no limite termodinamico (onde N,V — oc0) é

)

possivel dizer que u(T) = (E;) = —d37. Sabendo que Z pode ser escrito por Z7', conclui-se que

B U 10mzY¥  olmz
v=ul) =N ="N"35 ~ o5

2r [m 1
Considerando Z; = — | = = [u(T) = = = kpT
onsiderando Z; TV E u(T) 3 B

Agora, para a entropia, tem-se que s(7') = —0r f, sabendo que f = —1/NfIn Z. Portanto:

s=s(T)=—== _9 (—lln Zl> =|s(T) = kg [In om(kpm)'/*T + 1]

s
N or\ B




5 Exercicio 2

E para o calor especifico, sabe-se que ¢ = ¢(7T") = Oru, que nesse caso, tem-se que .
Sendo assim, esbocando os graficos dos 3 itens solicitados:

Energialnternaemfungdoda Temperatura
T T T T

=~
El
4L i
21 4
ol 4
0 2 4 \‘Ii & 10
T
(a) Energia em fun¢do da Temperatura
Entropia em fungdo da Temperatura
4 FT T T T T T T T T T T T T ™
3 -
20 4
E
w 1 ]
1] T
-1} / -
I
0 2 0 s a0 100
T
(b) Entropia em fun¢do da Temperatura
Calor Especifico emfungdo da Temperatura
T T T T T T
25x 1078 :
2.x1075} 1
— 1.5x10°%} 8
S
1.x107% .
5.x1072 .
ok i
0 20 40 60 80 100

-

(c) Energia em fun¢do da Temperatura

Figura 3: Fungdes da Temperatura, considerando constantes unitérias (kp — 1.38 - 10723 para ¢(T)).
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Exercicio 3

Vamos agora considerar a versao quantica do mesmo sistema de osciladores harmonicos nao
interagentes e localizados nos sitios de uma rede unidimensional. Essa € uma versao unidimen-
sional do modelo utilizado por Einstein em 1907 para explicar a variagdo com a temperatura
do calor especifico dos sélidos, que foi uma aplicacao pioneira da proposta de Planck para que

is niveis de energia de cada oscilador sejam dados por
1
€, = hwy (n+§) ,comn=20,1,2,3,...,

em que h é a constate de Planck dividida por 27, e wy é uma frequéncia fundamental. Note
que estamos incluindo a energia de ponto zero, que ndo era conhecida na época do trabalho de

Einstein.

Letra (a)

Levando em conta que os quanta de energia devem ser indistinguiveis, a fun¢do candnica de

particdo pode ser escrita na forma

Z = Z eXp[—/Bhwo <n1+%>_6th (ng—f—%)——ﬁhﬂ)g (nN—k%)],

n1,Mn2,...; TN

em que n,; € o nimero de quanta do i-€simo oscilador. Verifique, portanto, que essa func¢do se fatoriza
Z =7V,
e obteha uma expressao para Z; (compare com a expressao do trabalho de Einstein de 1907!)

Resposta:

Para escrever a funcdo candnica dos NV osciladores unidimensionais, é possivel adota-la como

7= Zexp[—ﬁEj] = D ep|—8 ) tho (m " %)

N1,..c, NN 1=0,1,...,




7 Letra (b)

Realizando os somatorios:

o [0 e - 5 oo ()]}

i=0,1,....N

(eXp{—%BHwUDN(;> — |7z exp|[—3Bhw]

1 — exp|Bhw|

Letra (b)

Em fungdo da temperatura 7', obtenha expressdes para a energia interna por oscilador, u(7"), a

entropia por oscilador, s = s(7'), e o calor especifico, ¢ = ¢(T).
Resposta:

Para a energia interna, é possivel dizer que

. . U . 1 8111va . alﬂZl . 1 W(]h

Para a entropia, sabe-se que

woh (2 coth <;:5%) — 1) 1 woh wohi
=|s(T) = 5T +k31n{1 [csch (2k3T> + sech (2k3T>]}

E por fim, para o calor especifico, tem-se que

~ou(T) 2wih?

A7) or kpT? [Cosh (i“;—‘)ﬁ) — 1]

Letra (¢)

Esboce um grifico de u contra 7'. Qual a expressao de u no limite classico (hwy < kgT).
Resposta:

Tem-se que




Letra (d) 8

Energialnterna em fun¢ioda Temperatura
T T T T T T T T T

100 | -

a0 - =

60 - -

u(T)

20 - =

0 20 40 60 a0 100
T

Figura 4: Calor Especifico em funcdo da Temperatura, com kg = h = wy = 1

E no limite classico, u assume valores infinitos (muito altos).

Letra (d)

Esboce um grafico do calor especifico contra 7'. Qual a expressao do calor especifico no limite
classico (hwy < kgT))? Como € que isso se compara com a lei de Dulong-Petit? Note que Einstein

considerava um cristal tridimensional, com 3 osciladores independentes por dtomo.

Resposta:

O gréfico de ¢(T') estd inserido abaixo, e para o limite cldssico, ¢ assume ¢ = kg.

Calor Especifico em fun¢do da Temperatura
T T T T T T T T T T T T

1.0 — —

0.8 —

o |

0.0

e(7)

Figura 5: Calor Especifico, com constantes unitdrias, limy_,o ¢(7') = 0 e limy_,o, ¢(T) = kp




9 Exercicio 4

Exercicio 4

Considere um modelo de N ions magnéticos localizados nos sitios de uma rede cristalina,

definido pelo hamiltoniano de spin

N
H=D> 5,
j=1

em que D > 0 e as varidveis de spin S; podem assumir os valores -1, 0, ou +1, para qualquer

sitio j da rede.

Letra (a)

Obtenha a funcéo de parti¢éo candnica Z (3, D) associada a esse sistema.
Resposta:

Tem-se que a funcao de parti¢ao € dada por

7 = Zexp[—ﬁ?—[] = Zexp

—[2(8,D) = 2exp[-6D] + 1)"

—5DZS§] = > exp[-BDS?]

S==£1,0

Letra (b)

Obtenha expressdes para o valor esperado do hamiltoniano,

para a entropia por spin s e o calor especifico desse sistema.
Resposta:

Para o valor esperado do hamiltoniano, sabendo que Z = Z tem-se que

B _if)an B _(9an1 = u(T) = 2D
Nog o8 12
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Letra (¢)

E para a entropia por spin (ou seja, por particula), tem-se que

. 3f . _i _L N\ l@anl
T Tor a:r( Nﬁlnzl)_ﬁ aT

%) s
Y kpln (2e Thy 1)

Por fim, para o calor especifico:

ou 2D26%

oT) = ar T2k (e% i 2) 2

Letra (¢)
Esboce graficos de u e de s em fun¢do da temperatura. Indique claramente o comportamento

dessas grandezas nos limites 7' — 0 e T" — oc.

Resposta:

Para os graficos de u e s, tem-se que
Entropia por spin

Entropia por spin
T T T T T

s(7)

s(T)

0.2+
|
|
- 0.0} _/‘
2 4 6 ] 10

oo
(a) Entropia em funcio da Temperatura, com (b) Energia em fun¢do da Temperatura, com
T—-0=0eT —+o00o=kpln3 T—-0=0eT —o00o=2/3D

Figura 6: Funcdes da Temperatura, considerando kg = d = 1




11 Exercicio 5

Exercicio 5

5- Um sistema de N particulas cldssicas ultrarrelativisticas, dentro de um recipiente de

volume V', a uma dada temperatura 7', € definido pelo hamiltoniano

N
H=> dpil,
=1

em que a constante ¢ é positiva. Obtenha uma expressao para a funcdo candnica de particao
desse sistema. Calcule a entropia por particula como funcdo da temperatura e do volume espe-

cifico. Qual a expressao do calor especifico a volume constante?

Resposta:

Para obter a funcdo de particdo do sistema, € possivel integrar o espaco de fase do mesmo:

N +o00 N 1
Z:/ Hdlzci/ d’p exp [—520‘@1 C BN
Vi —o0 i=1 ——
—

Corregdes quanticas
VN

1 N[ s N szvV 1Y 1
~ W U dpexP(‘ﬁc'pi')} s :[@303} VN

Para a entropia por particula, tem-se que

S 19f 10 1
N NoT NoT 1

S =

1
= |s(T,V)=kp|3|Inc+Inh+In{ — )] | —In8r —Inv —2
kT

E por fim, para o calor especifico a volume constante:

0
=7 (57), = [o=5]
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Exercicio 6

Considere um sistema cldssico, em contato com um reservatério térmico a temperatura 7',

dado pelo hamiltoniano
N 1 1
2 2
"= ijl (%”j + 5’”‘3’) ’

em que m e k s@o constantes positivas € as varidveis canonicamente conjugadas x; € p; estdo

definidas sobre o eixo real.

Letra (a)

Mostre que

para quaisquer valores de k e [.
Resposta:

Pela definicao:

<L 2> [ [ &0t exp[—BH]d"pd"x
Pr )= [ [ exp|[-BH]d pdrx

2m
7r/k
3 %pkeXp 5”1“ de
(Bﬂ)
1/2\/2m7r/3
1

=/ — — kT
27rﬁ s <2mpk> ohe

Analogamente, é possivel fazer o mesmo para (1/2mz?), achando que

1
<%ZBZ> k’BT

Valendo para quaisquer valores de £ e .




13 Letra (b)

Letra (b)

Mostre que

Qual a relagdo desses resultados com o “teorema da equiparti¢do da energia”?
Resposta:

Fazendo o valor médio do hamiltoniano, pela linearidade:

- (§ (o 1) () (49

J=1

Y1 1
= (—kBT—f— —]{ZBT) = <7‘[> = NkgT
=1

2 2

Pelo “Teorema da Equiparti¢do da Energia”, sob o equilibrio térmico, a energia de um sistema €
distribuida de forma homogénea entre suas variagdes (cinética, potencial, rotacional...). Sendo assim,
para o sistema cldssico de NV osciladores, a temperatura 7', sua energia € igualmente distribuida pela

cinética e potencial, dadas pelo hamiltoniano, e neste caso, sendo contribuida pelas /N particulas.
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Exercicio 7

Utilize o formalismo candnico para mostrar que a entropia pode ser escrita em termos do
conjunto de probabilidades { P;} dos estados de Gibbs,

S=-kg» PjlnP
J

que € uma expressao andloga a entropia de Shannon ou entropia de informagdo (normalmente

escrita sem a constante de Boltzmann e com o logaritmo na base 2).

Resposta:

Sabendo que a probabilidade de se encontrar um sistema no microestado de energia j € dado por

p _ P=OE]

1 1
j ——— = exp[-BE| =P Z= Ej=—-InP—-InZ

BB

Multiplicando pela sua probabilidade e realizando o somatdrio para encontrar a energia total (U),

tem-se que

Z F = — BZPlnP BZPan

F
1 1
J

Por fim, isolando os termos certos:

ZPlnP —B(U - F) = kBZPlnP 7ﬂ:> S=—kp» PjInP
J

Sendo essa expressdo andloga a Entropia de Shannon, S = —kg > | ;log, Pj.

Letra (a)

Mostre que essa expressdo continua vélida no ensemble microcanonico. Neste caso, PP; = 1 /€,

ha () estados acessiveis ao sistema, e a entropia se reduz a forma conhecida, S = kg In €.




15 Letra (b)

Resposta:

Aplicando a probabilidade dada na entropia em funcao do conjunto de probabilidades dos estados

de Gibbs, tem-se que
1

Sk;‘/{a - [§= i)
f]

Letra (b)

Poderfamos agora introduzir um postulado de maximizagdo da entropia, dada pela equacao an-
terior, para uma distribuigdo arbitrdria de probabilidades, { P;}, sujeita a determinados vinculos. No

caso do ensemble candnico, temos os vinculos de normalizagdo e o valor médio da energia (energia

pr=1 Y EP=U
J J

Usando a técnica dos multiplicadores de Lagrange, devemos entdo maximizar a funcao

interna termodinamica),

FAPY AL A) = =k Y PilnPy— M <2Pj—1> — X (ZEJ‘PJ'—U)

Mostre que
exp(—XoE;/kp)
> exp(—=AEj/kp)

Portanto, o multiplicador de Lagrange A, pode ser identificado como o inverso da temperatura abso-

Pj:

luta, reproduzindo a distribuicao de probabilidades caracteristica do ensemble candnico.
Resposta:

Maximizando a funcdo em relacdo as probabilidades:

af

aP‘:—kBlnPj—kB—)\l—)\zEj:0:>Pj:exp{—1————
J

Aplicando os vinculos de normalizagdo:

A Ao E;
ZeXp {_1 _ k_; _ ZBJ =1= \ =kp (IHZGXP(—)\QEj/kB) — 1)

J




Letra (b)

16

Por fim, retomando:

P;=exp|—1-— anexp(—)\gEj/k:B) +1-—

J

=

M E;
kg

‘Pj:

exp(—A2Ej/kp)

Zj exp(—/\gEj/k:B)
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