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1 Questio 1

Questao 1

O numero de estados microscopicos de um sistema termodinamico simples € dado pela

o= (& AN
1 — 1 N1 Nl )

em que B} = 8.3KJ é a energia interna, N; = 6.0 x 10?3 é o nimero de particulas, V; é o

expressao

volume, e o prefator C'; ndo depende da energia e nem do volume (embora seja dependente de

Nj). Use o valor R = 8.3J/K x mol para a constante universal dos gases e A = 6.0 x 10?3

para o nimero de Avogadro.

Item (i)
Escreva uma expressao para a entropia desse sistema. Obtenha o valor da temperatura 7.

Resposta:

Sabe-se que a Entropia por mol de um sistema € primordialmente dada por
S = k’B In Q(El, Nl, ‘/1>

onde sabe-se que a Constante de Boltzmann (kp) é dada por kg = R/A, sendo R a Constante dos

Gases Ideais e A o Niimero de Avogadro. Sendo assim, por meio dessa relacao:

E M v\
Ny Ny
3N N
El 24Vl ‘/1 1
| In| — In|{ —
nC; + H<N1) + H(N1>
R

= Z |ithl -+ gNl(lnEl — lan) + N1<h'l‘/1 - 11'1N1>1

S = k’B 1DQ<E1,N1,‘/1) = gln

=5 = % {lnC'1 + N [g(lnEl —InNy) + (InV; _lan):| }

onde S = S(FE4, N1, V1). Agora, pelas equagdes de estado, é possivel obter que

1 oS 1 oS
— —dE+...= [ 2= ... — (2=
15 Td " (aE)v,Nd N - T (8E>V,N




Item (ii) 2

€ portanto, tem-se que

1 0 R 5
Tl = a—EIZ {lnC’l -+ Nl |:§<IDE1 — thl) + (h’l‘/l — h’lNl):| }

onde os termos que nao dependem de £ somem, sobrando apenas

1 & (5R 5RN; 1 24
2 (2N ) = I
T~ 0E, <2A o 1) 24 B, | T 5RN,

Aplicando os valores fornecidos, é possivel encontrar que | 77 = 400/ |.
Item (ii)

Considere agora um segundo sistema simples, com nimero de estados microscopicos dado por

*2N2 Ng
2 2

em que Fy = 58.1K.J, N, = 8N, = 4.8 x 10%, e o prefator (', depende apenas de N,. Qual a

temperatura 75 desse segundo sistema

Resposta:

Fazendo o andlogo para o segundo sistema, encontra-se que

24
— E
TRN, *

Sy = % {lnCQ + N, {;(IHEQ —InNs) + (In Vs —lnNg)l} = T2

e portanto, novamente aplicando os valores fornecidos, € encontrado que | 75 = 250K |
eo0e
Item (iii)
Suponha que esses sistemas sejam colocados em contato térmico, isto €, que a energia de cada
sistema possa variar, mas com os volumes e nimeros de moles de cada sistema permanecam inal-
terados. Suponha também que o sistema conjunto permaneca sempre isolado. Qual a energia final

de equilibrio de cada um desses sistemas? Qual a temperatura final de equilibrio de cada um desses

sistemas?

Resposta:

No equilibrio térmico, tem-se que , e sabendo as equacdes de energia encontradas




3 Item (iv)

no ultimo item, somadas a conservagdo de energia (£, = 66.4K.J), tem-se portanto

A Ey 2
By=T=T==2% —92230K
RN, * R 61

2
B=T,==
11 2 7

Sabendo a temperatura, € possivel aplicar nas equacdes de energia citadas, obtendo assim

SR TR
b, = §ZN1T =044KJ| |Ey = EZNQT = 60.96KJ

Item (iv)

O processo do item anterior € reversivel? Por que? Qual a variagcdo total de entropia nesse
processo? Qual deve ser a dependéncia dos prefatores C; e C; com os niimeros de particulas a
fim de que a entropia em termos da energia, do volume e do nimero de particulas seja uma funcao

devidamente extensiva?
Resposta:

Para verificar a reversibilidade do sistema, € possivel analisar se a variacdao de entropia do pro-

cesso. Sendo assim, tem-se que, a partir de dS = 1/T'dU + p/T'dV, para cada sistema:

A d d fpd fld
s/s /—E+/OTV:/OTE

Como a entropia € aditiva, tem-se que a variacao total de entropia nesse processo €

N N
AS = AS; + AS, = 5R 1/—dE h 2/—dE

_5RN,| Bl TRN, Ef_R( El Ef>>0

5 A l ﬁ 2 A 1 E—QA 5N11nﬁ+7N21n§

Por ser positiva, € possivel concluir que o processo € irreversivel.
Doravante, pela extensividade da entropia, AS(E,V, N) = S(AE, AV, AN), tomando A = N, na

entropia de ambos os sistemas, é possivel encontrar que:

1
N T AN,

(ei, vi)

onde e = E/N ev = V/N, e f estd em fungdo de ambos. Portanto, para que a entropia seja

devidamente extensiva, é preciso que AIn C;(N;) = In C;(AN;), indicando que os prefatores devem

ter dependéncia com os nimeros de particulas da forma |C; = K Ni|'sendo K uma constante.




Questdo 2- 4

Questao 2-

Considere um sistema de N particulas cldssicas, com a energia total F/, em que as parti-
culas podem ocupar apenas dois estados, com energia 0 (estado fundamentl) e ¢ > 0 (estado
excitado).

Suponha agora que a energia do estado excitado dependa do volume especifico v = V/N,

de acordo com a expressao
a
v’
em que a e vy sdo constantes positivas (7 é conhecida como “constante de Griineisen™).
Obtenha a pressao em termos da temperatura 7' e do volume especifico v.

Sera que a compressibilidade isotérmica, dada po

_ (>
Kkr = - ap Ta

pode assumir valores negativos?

Resposta:

Para encontrar p = p(T’, v), é possivel encontrar a entropia do sistema, dada por s = (1/N)kp In €.

Em busca do nimero de microestados do sistema, tem-se que

N!

2= NI(N — N,)!

onde N € o numero total de particulas cldssicas e N; o nimero de particulas no estado excitado, e

portanto, N — IV as particulas no estado fundamental.

Sabendo que a energia total E serd E' = e Ny, tem-se que N; = E/e. Sendo assim, aplicando em

(2 e em busca da entropia, auxiliado pela Expansdo Assintédtica de Stirling:

N! EvY EvY
= n——a—mnoe— = | — — — | = | —ln —— — ——|!
an_lanl(N—Nl)! =InNl—InN; —In(N —N{)! =InN!—1In - In (N - )

(S [(o- (- 22) (-5
a a a a a a
() (- -2

a a a a

1 1 [ EvY EvY 1 EvY Ev?
—InQ=InN— — In — — l———|In|{ N - —
> o=y (S5 ) S - [(- 5w (V- 57




5 Questao 2-

Para o limite termodindmico, onde N, £ — oo e u = E/N, é possivel encontrar que

Y Y Y Y
im0 — (_) GG {(1_2) In (1_2)]
N,E—oco N a a a a

e assim, por fim, encontra-se a entropia

. 1 uvY uv?Y uv”Y uv”
S = kBN,lll?rilooNan = kB |:(7) IHT — (1 — T) In (1 — T):|
Conhecendo a entropia, € possivel relaciona-la a partir das suas equacdes de estado:
ds\ _p ds\ 1
ow), T ou), T

Sendo assim:

Os 1 kpuyv? 1 a a a -1
(&) = 1 —1). (- 1
b <8v)u OuS a " (uzﬂ > (kBm " <u1ﬂ > )

e—a/kBTv"/

ya
Y+l e—a/kpTvY +1

=|p=

Agora, tomando a compressibilidade isotérmica

r T (G Dk (e T 1) = qae )

1 <8v) T(e=@/ksTv" 4 1)2 1

kp=——|=—
T v \ Op

Analisando os termos da compressibilidade, € possivel concluir que € muito pouco provavel que

ela possa assumir valores negativos.




Questdo 3-

Questao 3-

As vibracdes eldsticas de um sélido podem ser representadas por um conjunto de oscilado-
res localizados nos sitios de uma rede cristalina. Em primeira aproximacao € razoavel supor
que esses osciladores sejam harmonicos e independentes (ndo interagentes), € que estejam os-
cilando com a mesma frequéncia. Vamos entdo representar um sélido cldssico por um sistema
de 3NV osciladores harmonicos, ndo interagentes, localizados nos sitios de uma rede cristalina.

O hamiltoniano desse sistema é dado por

, em que m é a massa e k € a constante eldstica de cada oscilador (m e k sdo pardmetros
positivos). Note que para representar um sé6lido real, em trés dimensodes, devemos considerar
trés osciladores independentes em cada sitio, ao longo das trés direcdes cartesianas.

Suponha que a energia total desse sistema esteja entre £ e E + 0F, isto é, que £ < H <
E +F, com 0 F fixo, mas 0 ¥ < E. Descartando termos que nio contribuem para a entropia
no limite termodindmico, mostre que a forma assintética (para £ — oo, N — 00, com

E/N fixo) do volume do espago de fase acessivel a esse sistema é dada por
Q(E,N) ~ CyE*N

em que C'y € um fator dependente apenas de /N. Qual o valor do expoente ? Mostre que a

entropia por sitio de rede cristalina,

1
s=s(u) = lim  —kglnQ(E,N)

N,Eﬁ\oo;%:u N

€ dada pela expressao

s=akgplhu+c

em que c é uma constante. Utilizando a defini¢do termodinamica de temperatura,

1_83

T 0ou’

obtenha a energia interna u(7") e a entropia s(7") em fun¢io da temperatura.




Questao 3-

Desenhe gréficos de u(T') e de s(T') em fungéo de T'.
Obtenha o calor especifico por sitio da rede cristalina (que deve obedecer a “lei de Dulong

e Petit"). Qual o problema com essas expressdoes? Como esse problema foi corrigido?

Resposta:

Manipulando o hamiltoniano e sabendo da sua restri¢do, tem-se que

E<H= Z

p]—l—x |<E+J0E

onde x = v'mkq; e portanto ¢ = x/v/mk. Obtém-se entdo que

Entdo, para o volume do espago de fase, sabendo que para N muito grande 3N —

que

dwsn = dpidp; . .

QSN =

{f dwsy = dpdps ..
2mE<p}+q¢; <2m(E+IE)
3N
=k [ [T dpds
2mE<p?+q3<2m(E+§E) 7=1
CoaN(m 3N/2 E3N—1/2 B .
=2 () K dE ~ OnE
Q(E,N) ~ CxE*N | onde|[a = 3]

=

3N
2mE < [p} + 7] < 2m(e + JE)

J=1

dpsndqidgs . .

Sdgsn =

Agora, para a entropia, calculando 1/N In €2, tem-se

1
NII]Q:

1
~ I OnE™ =

Aplicando o limite termodinadmico, finalmente obtém-se

lim

N,E—00

1
—InQ(E,N)

= R=v2mFE

. dpgquldQQ P

1
NlnC'N+31nN+3lnu

:‘s:akglnquc

1~ 3N, tem-se




Questdo 3- 8

Em busca de encontrar energia interna e entropia em fung¢do da temperatura, utilizando a defini-

¢ao termodinamica de temperatura:

1_9s_ 3ks

T ou u

e aplicando na entropia, obtém-se que |s(7") = 3kgInT + 3kp(In3 +Inkp) +c=3kglnT + C|.

Os gréficos de ambas funcdes estdo representados abaixo:

sxT uxT
s(T) u(T)

1 21
-1.95x1072 - L 4.x10

31070
-2.x107
2.% 10—21 L

-2.05x10721 1
1.x1078

i i N i f i N L i L i - 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 T
20 40 60 80 100 20 40 60 80 100

(a) Entropia em fungdo da Temperatura (b) Energia em funcdo da Temperatura

Figura 1: Fun¢des da Temperatura

Por fim, sabe-se que o Calor Especifico é dado por

ou
o= (57) = [e=3k)

Nota-se que o problema esta na constincia do calor especifico, que ndo é obedecida para valores
muito baixos de temperatura. E possivel corrigir tal problema sabendo que € possivel admitir que a

energia dos osciladores pode ser quantizada, sempre admitindo em paralelo que sdo independentes.




9 Questao 4-

Questao 4-

Em trabalho pioneiro publicado em 1907, Einstein argumenta que as ideias de Planck so-
bre a quantizag¢do da energia das oscilagdes do campo eletromagnético podem ser igualmente
aplicadas para qualquer sistema de osciladores, em particular para as oscilagdes (eldsticas) em
relacdo ao equilibrio das posi¢des dos dtomos de um cristal do estado s6lido. Nessa época
jé& era bem conhecido que um modelo muito simples de 3/V osciladores harmodnicos cldssicos
independentes, com energia total U, previa um calor especifico molar da forma ¢y = 3R, em
concordancia com a lei experimental de Dulong-Petit. No entanto, também se conheciam va-
rios materiais, como o carbono na forma de diamante, com calor especifico molar variando
com a temperatura € menor do que 32 a temperatura ambiente. Einstein considera um modelo
de 3N osciladores com energias discretas (quantizados) e utiliza o "método de Boltzmann"a
fim de encontrar uma expressao para cy em funcdo da temperatura e explicar os dados experi-
mentais para o diamante.

De acordo com a ideia de Einstein, mas utilizando o método original de Planck, vamos con-
siderar um modelo cristalino composto por 3/V osciladores independentes. Cada oscilador pode
ter energia 0, hv, 2hv, 3hv, . .. e assim por diante, em que hr é um "quantum"fundamental de
energia, h é uma constante (que ficou conhecida como constante de Planck) e v € a frequéncia
bdsica de oscilagdo. Dada a energia total F, temos que distribuir M = E/(hv) "quanta"de

energia pelos 3NV osciladores.

Item (i)

Usando o método de Planck para contar o nimero de configuracdes dos osciladores associados
a radiacdo eletromagnética. Nesse contexto, mostre que o nimero de configuragdes microscopicas

acessiveis ao modelo eldstico, com 3N osciladores independentes e energia total £, é dado por

(BN +EZ —1)
Q=QE.N) = G

Resposta:

Devido a quantizacdo da energia, é possivel distribuir quantas £ /hv para 3N — 1 osciladores, e

sendo assim, binomialmente:

N T (BN + E/hv — 1)
v =y BN = BN T hiE )

Q= Q(E, N)




Item (ii) 10

Item (ii)

A partir de (2, escreva a expressao para a entropia por 4tomo,

1
s=s(u) = lim NkB InQ(E,N)

N,Eﬁ\oo;%:u

em que kg é a constante de Boltzmann e w = E//N € a energia por dtomo.
Resposta:

Inicialmente, tomando o In 2 e realizando a Expansdo Assintética de Stirling:

(3N + E/hv —1)!
(BN — DI(E/hw)!

(o e ) - () (2

Para os limites termodindmicos, com s = kgl/N lim,_, In €2, tem-se

InQ2=1In

=In(BN+E/hv—1) =In(BN — 1)! = In (E/hv)!

s = N,lli?rilookB%an =kp [(3—1— %) In (3+ %) - (%) In (%ﬂ

Item (iii)

Utilize a expressdo anterior para obter a energia por atomo u = u(7") em fun¢do da temperatura
absoluta 7'.

Resposta:

Sabendo a defini¢do termodinidmica da temperatura citada na questio anterior (1/7° = 0s/0u),

obtém-se que

ds 1 kg 3hv B B exp(—hv/kgT)
ou T hv i < u * 1) = [u=ull) = 3hv <1 —exp(hv/kgT)

Item (iv)

Obtenha uma expressio para o calor especifico ¢,y = ¢(T") em fungdo da temperatura. Esboce um
grifico de cy contra a temperatura 7' (é interessante construir esse grafico em termos das varidveis
adimensionais cy /kp e T/0g, em que O = hv/kp é conhecida como temperatura de Einstein).

Indique com clareza os valores de ¢y nos limites de baixas (1" < ) e altas (T' > ) temperaturas.




11 Item (iv)

Compare os seus resultados com a lei de Dulong-Petit.
Resposta:

Sabendo que ¢, = (Ju/paT)y, tem-se que

_(Ou) _ 3h%? (2exp(hTv/kg) — 1
“=\or vk exp(hTv/kg) — 1

Elaborando um gréfico de ¢, /kg em fungédo de Tkp/hv:

c, xTig
Tig
75« 10-24]
2 1024
151024 I
1.« 10°24]
B . 1022
B —
1 1 1 1 1 C'.'
3 4 B 8 10

Figura 2: ¢, /kp em fungdo de Tkp/hv
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Questao 5-

Mostre que o volume V3 de uma esfera de raio R num espaco tridimensional pode ser escrito

na forma
‘/}) = C3R37

em que ('35 é uma constante (qual a expressdao de C5?). Portanto, o volume de uma coroa

esférica de raio R e espessura 0 R (com 0 R < R) no espaco tridimensional é dado por

6V = 3CsR*SR

Resposta:

Sabendo que Vigers = 4/37R3, deduz-se que C3 = 4 /3m. Tal volume pode ser obtido integrando

volumetricamente em coordenadas esféricas:

R 2w T
/ / / r? sin 0*dpdOdr
o Jo Jo

e derivando em relagiio a R, tem-se que a drea é dada por §V = 3C3R?0R.

Item (i)

Utilize essa expressdo para obter o volume do espacgo de fase associado a um sistema cldssico de
3 particulas livres, de mesma massa m, em uma dimensao, dentro de uma “caixa"de comprimento L,
com energiaentre K e F + 0F (com 0F < F).

Resposta:

Sabendo que as particulas ndo interagem, sabe-se que a hamiltoniana estd entre os niveis de
energia:
2mE < p? + p3 + p3 < 2m(e + 0F)

Integrando um elemento de hipervolume:

/Q 6 dl' = foff dxidredrs ffj dp1dpadps

2mE<p?+p3+p3<2m(e+dE)




13 Item (i)

Sabendo que R = (2mE)'/2, e portanto

1 /2m)\ Y2
SR=-(=2) sE
=3 (%)

E como provado, o volume é dado por 47 R2J R, tem-se que

Q¢ = L34m(2m)Y2EY25E

Item (ii)

Qual seria o volume acessivel no novo espaco de fase se tivéssemos 4 particulas? Obtenha o

hipervolume de uma hiperesfera de raio R num espago quadridimensional.

Nota: o volume da hiperesfera num espago n-dimensional pode ser obtido através de pequenas

manipulagdes com a integral

I(a):/ / dzy...dz,exp[—a(z] +... +22)]

em que « € uma constante positiva. Para obter a forma correta da entropia por particula (no limite
termodinamico) de um sistema de /N particulas num volume V/, isto €, para obter a dependéncia
correta com o nimero de particulas, é necessdrio dividir o “volume acessivel" Q(E,V, N;dE) por N!
antes de tomar o limite. Essa famosa “correcdo de contagem correta", introduzida por Boltzmann, é
relacionada ao “paradoxo de Gibbs", que normalmente se justifica apelando para o limite cldssico das

expressoes quanticas (mas que até hoje d4 margem a muitas discussoes . . .).
Resposta:

Pela manipulacdo com a integral dada, € possivel concluir o volume pode ser dado por

rar= [ [ fai= [T ooty [ [ faa,

que manipulada, resulta em algo em funcao da Fun¢ao Gama:

R 92 n/2
Vn:/// Tn_ldeAn:---: ™ Rn—l
0 I'(n/2)
4 4
o =1 =1

E<H<E+E
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Questao 6-

O numero total de estados microscopicos acessiveis ao gds de Boltzmann, com energia E' e

numero de particulas N, pode ser escrito na forma

N!
UBN) = D NivaNT

N1,N2,Ns3,...

com duas restricoes,
> N;=N;) EN;=E
J J

Utilize o método dos multiplicadores de Lagrange para encontrar o termo méaximo da soma.
No limite termodindmico (F, N — oo, com E/N fixo) essa soma pode ser (assintoticamente)

substituida pelo seu termo méximo. Mostre que a entropia por particula é dada por

oot X () () o

J

em que c € uma constante e /V; € o conjunto de nimeros de ocupagdo que corresponde ao termo
maximo da soma.

Introduzindo a notagdo

p_
77N
que corresponde ao nimero (médio) de ocupagdo do nivel de energia £, também podemos
escrever
s=—kp g P;InP; +c¢
J
que conduz a famosissima férmula da entropia de Boltzmann-Gibbs-Shannon . ..
. . o 3 .
Considerando um gés ideal, com energia interna U = §N kgT', mostre que a dependéncia

da entropia com a temperatura € dada por uma expressao da forma

s = —kgInT + constante

Resposta:

Utilizando os Multiplicadores de Lagrange e a Expansao Assint6tica de Stirling para maximizar




15 Questao 6-

a soma, ou seja, para maximizar o Logaritmo do Espaco de Fase, defini-se uma fungdo

FUN AL A, E) =InNT =) "InNjl = ) <N —~ ZA@) — X <E - ZNJEJ)
. - ~

J

:NlnN_Zlean—)\l <N—2Nj> — A2 (E_ZNjEj>
- j J

J

Para achar os pontos de maximo (ou minimo):

of - 1
8_]\6 Oz—lan—Njﬁ—F)\l—i‘)\gEj

J
lan = —1 +)\1 ‘|‘>\2EJ

Nj = exp(—l + )\1 + )\QE])

Agora, como ) | ; Nj = N, tem-se que

~ Nexp()\gE])
exp(—1+ A1) Y exp(MhE;)=N= N, = =————~—~ (6.0.1)
Zj: ! ’ Zj exp(A2Ej)
E  Fexp(Ma E
L E 2 Biew(hE) 6.0.2)
N Zj exp(AgEj)

Substituindo-a na soma para achar 1/N In §2:

J

1 1 o N. N
I QEN) =+ (NlnN—N—Z(lean—Nj)> = —;ﬁmﬁf

E entdo, para a entropia:

N,E—o0 N N

J

: 1 N. N.
s= lim kBNth(E,N): SZ_kBZ(—j)h'l(—])—l—C

Por fim, para um gds ideal com u = 3/2NkzT e adotando que Z = 3 exp(—A2E;):

IR T (R

Oz 2 kT

E retomando a entropia, percebe-se que € possivel encontrar s = —kp InT"+ c onde ¢ = cte.
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