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1 Questao 1-

Questao 1-

Prove as propriedades elementares

(1) (af(z) +bg(z)) = a(f(2)) + b(g(2)),
(1) (cf(x)) = c(f(x))

em que f(z) e g(x) sdo varidveis aleatérias associadas a distribui¢do de probabilidades p(x),

em que x assume valores no eixo real, e a, b € ¢ sdo constantes.

Resposta:

Para provar a propriedade (i), tomando a defini¢do de Valor Médio,

Ez’]\io i P(x:)

= S P

e adotando que x € uma varidvel aleatoria continua, e portanto ndo discretizada, permitindo assim
modificar os somatérios de tal defini¢do por integrais, além de utilizar as propriedades de linearidade

de constantes na integracdo. tem-se que:

(af(x)+ bg(x N/ zlaf(x) + bg(x N/ arf(x dx+N/ brg(x
N/ zf(x dx+b—/ zg(x)dr = a(f(x)) + b(g(x))
(af(z) 4+ bg(x)) = a(f(z)) +b(g(x))

4

Nao obstante, para a propriedade (i), como visto no item anterior, pela linearidade:

:%/ZmﬂdW4_/ 2f(x)de = c{f(2))
= [(cf (@) = elf ()




Questdo 2- 2

Questao 2-

Mostre que ((Az)?) = ((z — (x))?) = (2?) — (z)? > 0.

Resposta:

Adotando que z seja uma varidvel aleatdria continua, tem-se que o Desvio Linear em Relacdo a

Média é dado por Az = = — (x). Sendo assim, para a Média do Desvio Quadrdtico, acha-se que

(Az)?) = (2%) — 22(2) + (2)* = (z%) — 2(2)” + (2)* = (2") — (2)".
Pra solucionar a equacdo, € possivel utilizar do truque onde o Valor Médio € a aplicacio do ope-

rador pa% na Probabilidade de ocorréncia do evento N; em um espago de N microestados (Py(N)),

tem-se que

0 N!
N = p [ pMiN=M1 )
(M) p@p(Nl(N Nl)lp 'q )

Com a utilizacao do bindmio de Newton e considerando p = g = 1, € possivel concluir que
d _
<Zl’ .pq )—de—p(p(p+q)N ') =pN +p*N? = p*N

(z) _[§<;x2 lpq )] :...:p2<§p(p+q)N> = N2p?

Com p = ¢ = 1, € possivel concluir que

(Az)*) == (%) — (x)° > 0




3 Questao 3-

Questao 3-

Considere uma funcao de distribuicdo gaussiana,

p(z) = Aexp [—M] :

202

em que A, zy e o sdo constantes, e a variavel aleatdria = pode assumir valores em todo o eixo
real.

Verifique a famosissima integral gaussiana,

/OO exp(—axZ)da’ = <g)1/2,

—00

com a > 0. Utilize esse resultado para mostrar que A = (270?)~%/2 quando a fungdo p(x) for

/_Zp(x)dx =1.

Supondo que a distribuicao esteja devidamente normalizada, mostre que

noramlizada, isto €, quando

(:E> = Zo; <(513 = £E0>2> = o2

Note que, tomando zp = (N;) = N/2e o = \/{(AN;)?) = N?/4, temos uma excelente

representacdo gaussiana para a distribuicdo binominal

Pyn(Ny) = m (%) N (%)NNl

Com um pouco de paciéncia e habilidade num microcomputador, € possivel comparar os grafi-
cos de Py(N1) e da gaussiana correspondente (tente construir graficos para N = 5e N = 10,
por exemplo). O “teorema do limite central” da teoria das probabilidades garante que, em quase
todos os casos de interesse fisico, as distribuicdes de probabilidades tendem para a gaussiana

associada quando o nimero de eventos for suficientemente grande.

Resposta:

Para verificar a Integral Gaussiana, inicialmente ela é denotada por U e multiplicada pela sua

semelhante, porém sendo integrada em dy, com a finalidade de obter U2. Sendo assim, mudando para




Questao 3- 4

coordenadas polares, finalmente obtém-se que

U? = / exp(—a 2)al:z/ exp(— / / exp|— az? + yz)}dxdy
21 [e'¢) 1/2
/ / exp —ar? rdrd@ =—=|U= / eXp dx = (g)

Agora, normalizando p(x), tem-se que

* oY [l = ()"
/_OOAeXp[ 52 dr = A _ooexp 52 dr=1=A /207

Agora, supondo que a distribuicao esteja devidamente normalizada e sabendo que x € continua
(visto que assume valores em todo o eixo dos reais), pela defini¢cdo de Valor Médio e definindo uma

funcdo tal que 1 = = — ¢:

@):/w (@ )dx_/ooerxp[ M]dw

/ ToA exp[

E por fim, fazendo o valor médio de (x — x)?, ainda com z; = x — 1, tem-se que

((z — 20)?) = /_OO (z — 20)* Aexp [—%] da = /_oo 23 Aexp [—%] da, - (g)

o0 [e.e]

o0 2
:/ xlaQi (Aexp [_x_]) dxq
W%—/ 2Aexp{——}dx1:> (x — x9) —a‘

mlAe

o) - |ao




5 Questao 4-

Questao 4-

A expansdo assintética de Stirling,
InN!'=NInN - N +O(InN),

que funciona muito bem para N grande, é um recurso de enorme utilidade em mecanica esta-
tistica (em conexdo com o “limite termodinamico”).

Utilizando o método da indugdo finita € uma integracao por partes, mostre que

D
/ z"e *dr = n!
0

para qualquer inteiro n = 1,2, 3...(por definicdo, 0! = 1). Admitindo uma continuagio
analitica, para n qualquer, essa integral d4 origem a defini¢do da “funcdo gama”.
O valor assintético dessa integral (no limite de n muito grande) pode ser obtido através do

“método de Laplace”. Introduzindo uma mudanca de varidvel, temos

I(n) = / el

em que

fly) =Iny —y.

Note que a fungdo f(y) tem um méximo para y = yo = 1. Note também que as contribui¢des
para a integral de uma funcéo do tipo exp[n f(y)], quando n — oo, provém essencialmente das
vizinhancas desse mdximo. Podemos entdo escrever um desenvolvimento em série de Taylor

de f(y) nas vizinhancas do mdximo,

fl) = 1= 5= 1"+,

descartar os termos de ordem superior, e fazer a integracdo sobre todo o eixo real. Assim temos

)~ [ ew[-n- by -1y = (%”) " cep(n),

o0

de onde é possivel obter a forma de Stirling.
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Os alunos com (excelente) formagdo matemdtica talvez consigam provar - com todo o rigor

matematico, € claro - que

lim L In {/b exp[nf(a:)]dm} — f(zo),

n—oo N,

em que xo € o ponto de maximo de uma fungdo continua f(z), com a < g < b.

Resposta:

Partindo da integral dada, em busca de soluciona-la, € possivel utilizar o Método da Indugdo

Infinita e a Integracdo por Partes, a qual se baseia em:

[ = [ B+ [ 2
b

b
u(x)dv(m) = u(z)v(z)’ —/ du(x)v(x)

a

=

dx dx

Sendo assim, escolhendo que u(z) = 2™ e v(z) = —e™ %, tem-se que

0o 0 0o
/ z"e "dx :M+n/ " e dr
0 0
0 oo
=n |[(—z" |8°+(n—1)/ 2" e dx
0

0 00
=n-(n—1) [(—x”_2 80—1—(71—2)/0 a:”_?’e_zdx]]
=n-n—-1)-n—=2)-(n—3)---=nl!




7 Questao 5-

Questao 5-

Considere o problema de um bébado em uma dimensao, dando N passos de mesmo com-

primento a partir de determinada origem. Em cada passo, o bébado pode ir para a direita, com

probabilidade p, ou para a esquerda, com probabilidade ¢ = 1 — p.

Letra (a)

Para N = 6 e p = 2/3, desenhe um grifico de Py (NN;) contra N;/N, em que N; é o niimero de
passos para a direita. Obtenha (V) e (N?), e use esses valores para escrever a “distribui¢do gaussiana
correspondente”, pg(N), isto é, a distribui¢do gaussiana com os mesmos valores do primeiro e do
segundo momentos (ou seja, do valor médio e do valor quadritico médio). Desenhe um gréfico de

pe (V1) contra N1 /N e compare com o resultado para a distribui¢do binomial correspondente.

Resposta:

Sabendo que a probabilidade de /N; passos serem dados em meio a [V passos € dada por

N! N— Nl
)'p 'q

PN(Nl)ZNl!(N N,

pela defini¢do de Valor Médio e como j4 visto na Questdo 2, tem-se que

0 [ & NI NN N
(N1) =p- Zﬁp g | =Nplp+q" —1=Np=|(N1)=14]| e
N1

Op (N — Ny)
NIN' N1 N—Ni _ - 2 _@
(N? <Z AT A =pN[1+p(N -1 = |(Ny) = 3

também sendo possivel calcular o Desvio Quadratico, ((AN;)?) = (N2) — (N;) = Np(1 — p).

A partir disso, encontra-se que a Distribui¢do Gaussiana Correspondente é dada por

pG(Nl) =

T e ]

Sendo assim, é possivel elaborar um grafico comparando as fun¢des Py (Ny) X Ny /N (distri-

buic¢do binominal) e pg(N;) X N;/N (distribui¢do gaussiana), como visto abaixo:




Letra (b) 8

Distribuicdes Binomial e Gaussiana; N =86
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Figura 1: Distribuicdes Binominal e Gaussiana para N = 6

Letra (b)

Faca de novo os cdlculos do item anterior para N = 12 e N = 48. Os novos graficos sao muito

diferentes? Por que?
Resposta:

Para N = 12 e N = 48, tem-se que

Distribuicdes Binomial & Gaussiana ; N = 12 Distribuicées Binomial & Gaussiana ; N = 48
023 * 012
020 010
S S
T 015 g 008
Q Q
- =~ 006
S o1 =
2 2 004
= =
a a
0.05 002
0.an 0.an
00 02 04 06 08 10 00 02 0.4 06 038 10
N1/N NN
(a) Distribui¢des para N = 12 (b) Distribuicdes para N = 48
200 3104
. _ 2\ __ _ . _ 2\ __
N1:12 <N1>—8,<N1>—7 € N1—48 <N1>—32,<N1>—T

Ap6s as simulacdes, nota-se que quanto maior o /V, mais a Distribuicdo Binomial encaixa-se na
Gaussiana, além do Desvio Quadratico Médio ir diminuindo, estreitando-a, visto que a precisao do

valor médio aumenta.




9 Questdo 6***-

Questao 6%%%*-

O “modelo da urna” de Ehrenfest proporciona uma ilustracao excelente da presenca de flu-
tuacoes estatisticas, do papel dos grandes nimeros, e da “seta do tempo” (enfim, do significado
estatistico da segunda lei da termodindmica). Veja, por exemplo, o artigo de Ambegaokar e
Clerk, “Entropy and time”, Am. J. Phys. 67, 1068-1073 (1999). A ‘“equacdo estocdstica”
associada ao modelo da urna ¢ linear (e exatamente solivel). Ha muitos trabalhos sobre esse
modelo e suas variantes, com destaque para a solucdo pioneira de Mark Kac de 1947 (ver um
trabalho recente de M. Baldovin, L. Caprini e A. Vulpiani, “Irreversibility and typicality: A
simple analytical result for the Ehrenfest model”, Physica A524, 422, 2019).

Na verscao original do modelo da urna nés consideramos duas caixas, /N bolas numeradas,
e um gerador de N niimeros aleatdrios. Inicialmente, hd /V; bolas naurna 1,e No = N — [V,

bolas na urna 2. Em cada intervalo de tempo, nds sorteamos um nimero aleatorio entre 1 e NV,

e mudamos a posi¢do (localiza¢do nas urnas) da bola correspondente.

Item (i)

Faca simulacdes numéricas, com um bom gerador de nimeros aleatdrios, para desenhar graficos
de N; (nimero de bolas na urna 1) em fun¢@o do tempo ¢ (devidamente discretizado em intervalos
iguais At). Faca as simulagdes para uma situagdo inicial em que N; = N (todas as bolas estdo na
urna 1). Considere dois valores de nimero total de bolas: (a) N = 10 e (b)N = 100. O que vocé pode

dizer a respeito das flutuagdes do valor de N;? O que acontece no limite ¢ — co0?
Resposta:
Os gréficos de N; em fung@o do tempo ¢ para N = 10 e N = 100 estdo presentes nas Figuras 3a

e 3b, abaixo, respectivamente. Ambos foram feitos utilizando a biblioteca “random” (Python).

Urnas de Ehrenfest ; N =10 Urnas de Ehrenfest ; N =100

10

Ny
Ny

o 200 400 600 800 1000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Tempo Tempo

(a) Urnas de Ehrenfest para N = 10 (b) Urnas de Ehrenfest para N = 100




Item (ii) 10

E notével dizer que a partir de um certo intervalo de tempo, os valores de N; flutuam aleatori-
amente ao redor de N/2 (5 e 50, respectivamente), e em um limite em que ¢ — oo, nota-se que N,

realmente tende/converge para se equilibrar em N /2.

Item (ii)

Mostre que a evolugao temporal de P(/Ny,t), probabilidade de encontrar N; bolas na urna 1 no

tempo t, € dada pela “equacdo de diferencas”
P(Ny,t+ At) = P(Ny — 1, )W, + P(Ny + 1, )W,

em que W} e W5 sdo “taxas de transi¢do”. Adotando a hipdtese de equiprobabilidade das configu-
racOes de bolas, quais s@o as expressdes de W, e W,? Verifique que a distribui¢do binominal € uma

solucdo dessa equagdo “no equilibrio” (isto €, para t — 00).

Resposta:

Demonstragdo. Inicialmente, a configuragao em que hd /Ny bolas presentes na urna 1 no instante de

tempo t + At urge de duas possibilidades de configurag¢do no tempo ¢:

* Ou haviam N; — 1 bolas naurna 1 e N — (N7 + 1) bolas na urna 2, sendo transferida uma bola

dessa ultima para a primeira.

* Ou haviam N; + 1 bolas naurna 1 e N — (N; — 1) na urna 2, sendo transferida uma bola da

primeira para dltima.

Sendo assim, tem-se as probabilidades Py (N; —1,t) e Py(Ny + 1,t), além das suas respectivas
Taxas de Transicdo, as quais, considerando a Hipétese da Equiprobabilidade, sdo as probabilidades de
tirar uma bola da urna X, ou seja, o nimero de microestados /N; sobre o nimero total de microestados

N, e portanto, sdo descritas como

N— (N, - 1)
N

Ny +1
e Wy(l—2)— 1;.

Sendo assim, tem-se que a Equacdo Diferencial Estocdstica (ou “Equacdo Mestra™) é dada por
PN(Nl,t+ At) = PN(Nl — 1,t)W1(2 — 1) + PN<N1 + 1,t>W2<1 — 2)

E portanto, tem-se que

N— (N, —1)
N

Ny +1
N

Py(N1) = Py(N: — 1) + Pyn(Ny + 1) (6.2.1)




11 Item (iii)

Em busca de verificar se a Distribui¢do Binomial € uma solucao, primeiramente, denota-se que

n= (1) () =t (3)

e aplica-se a mesma na Equagdo 6.2.1, obtendo assim

oL S )6

_< NI N-(Ni—1) NI N1+1> (1)N
(N — DUN — (N, —1))! N (Ny + DN+ (N +1)! N 2
N-1 N-—1 Ny [N /n\" N\ /1\Y
= + = = - = | Py(N) = —
Sendo assim, finalmente aplicando na Equacdo 6.2.1, para t — oo, temos que
N! NS R
Po=————1|= =
N!/(N — Ny)! (2) (2)
[ |

Item (iii)

Utilize essa equagdo estocdstica para obter uma expressao para a evolucao temporal do valor

esperado (valor médio) de Ny,
(N1)e =Y NiP(Ny,t).

N1

Compare a forma de (/N;); com os grificos de N; contra ¢ obtidos no item (i).
Resposta:

Aplicando o Valor Médio na Equacgdo 6.2.1 e expandindo-a, tem-se que

al NN -1 &
(N1 )erar = NZO Ny Py (Ny = 1) =+ NZO N Py(N, + 1)
1= 1=

= (Ny); — w + 1= | (N)isar = (1 - %) (N1)e+1

Ny +1
N




Item (iii) 12

Analisando a relacdo, é possivel associa-la a série

S e N )

e portanto, chega-se em

<N1)t:ﬁ<1—%)t+g

sendo K constante e baseada nas condig¢des iniciais do sistema. Por fim, nota-se que no limite de ¢
muito grande (— 00), (V1) tende a convergéncia encontrada no item (i), N/2.
Comparando (N;); com os gréficos obtidos no item jé citado, encontra-se as Figuras 4a e 4b, as

quais demonstram que quanto maior o N, melhor os valores de /NV; flutuam ao redor de N/2 a partir
de um certo tempo.

Urnas de Ehrenfest ; N =10

Urnas de Ehrenfest ; N =10

10 - i
100 — M
50 -—= N2
81 — Numédio

— M
24 --- nz

—_— Nimedic

T T T T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Tempo Tempo

(a) Urnas de Ehrenfest para N = 10 com (N7 )¢ (b) Urnas de Ehrenfest para N = 100 com (N7),
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